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A los ropresentantes de las más diferentes 
especialidades los toca resolver problemas en que 
so considoran unas u Otras combinaciones, fór- 
madas рог lótras, cifras u otros objetos. El jofo. 
del tallor döbo distribuir varios tipos do trabajo 
entre los tornos de que dispone; el agrónomo, 
distribuir la siembra de los cultivos agrícolas 
оп varios cámpos; el director de la parto docente 
de una escuola, confeccionar el horario de las 
clases; ol químico, estudiar las posibles uniones 
entre los átomos y las moléculas; el lingüista, 
considerar las distintas variantos del significado 
de las letras en un idioma desconocido, ete. 
La parto do la matomíática que estudia los pro- 
blemas sobre cuántas combinaciones diferen- 
tes—sometidas а unas u otras condiciones — зе 
pueden formar con objetos dados, se denomina 
combinatoria. 

La combinatoria surgió en el siglo XVI. En la 
vida de las capas privilegiadas de la sociedad de 
entonces, ocupaban un gran lugar los juegos 
de azar. Jugando a las cartas y a los dados! se 
ganaban y se perdían oro y brillantes, palacios 
y estancias, caballos до raza y adornos costosos. 
Estaban muy difundidas las loterías más varia- 
das. Es comprensible, pues, que al principio 
los problemas combinatorios tratasen fundamen- 
talmente sobre los juegos de azar, tratando de 
avoriguar do cuántas maneras se puedo obtoner 
vn número dado de tantos al arrojar dos o tres 
dados, o de cuántas formas se pueden obtener 
dos reyes on un juego de cartas. Estos y otros 
problemas de los juegos do azar fueron la fuerza 
motriz del progreso de la combinatoria y de la 
teoría de las probabilidades, que во desarrolló 
paralelamente а ésta, 

Uno de los primeros en ocuparse del recuento 
del número de combinaciones diforontes en el 
juego do los dados fue el matemático italiano 


* En el juego de los dados se arrojaban varios cubitos, 
еп cuyas caras se representaban los múmeros del 1 al 6. 
Ganaba el que obterda mayor número de tantos. Existían 
también otras variantes del Juego. 


Tartaglia. Este confeccionó una tabla que mostra- 
ba de cuántas maneras pueden caer ғ dados. Sin 
embargo, no se tenía en cuenta que una misma 
suma de puntos puedo sor obtenida de diferentes 
maneras (por ejemplo, 1 + 3 + 4 4 + 2 + 2). 

El estudio teórico de los problemas combinato- 
rios fue abordado en el siglo ХУН рог los cien- 
tíficos franceses Pascal y Ferm; El punto de 
partida do sus investigaciones también lo cons- 
tituyeron problemas do los juegos de azar, 
Un papel particularmente grando lo jugó aquí 
el problema sobre la división do la apuesta, que 
fue propuesto a Pascal por su amigo, ol caballero 
de Meró, un jugador apasionado. El problema 
consistía on 10 siguiente: el «campeonato» de сата 
y cruz continuaría hasta que se ganason seis 
partidos. Poro se interrampiría cuando un juga- 
dor ganase 5 partidos, y el otro, 4; ¿cómo dividir 
la apuesta? Era ovidente que la división en la 
razón 5:4 no ora justa. Aplicando los métodos 
de la combinatoria, Pascal resolvió el problema 
para el caso general, cuando a un jugador lo 
quedan ғ partidos hasta que gane, y al otro, s. 
Otra resolución del problema fue dada por Ferm 
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El dosarrollo ultorior de la combinatoria está 
ligado a los nombres de Jacobo Bernoulli, Leib- 
nitz y Euler. Sin embargo, para éstos también 
el papol fundamental lo jugaban las aplicaciones 
a diferentes juegos (lotería, solitarios y otros). 
En los últimos años, la combinatoria entró en un 
período de intenso desarrollo, relacionado con 
ol crecimiento genoral del interés hacia los 
problomas do la matemática discreta. Los métodos 
combinatorios son aplicados para resolver pro- 
bleinas de transporte, en particular, problemas 
sobro la confección de horarios; para la confec- 
ción de planes de producción y de realización de 
ésta. Fuoron establecidos nexos опіге la combi- 
hatoria y problomas де la programación lineal, 
la estadística, ctc. La combinatoria es utilizada 
para confeccionar y descifrar claves у para 
resolver otros problemas do la teoría do la infor- 
mación. 

Los métodos combinatorios juegan un gran 
papel también еп problemas puramente matemá- 
ticos: on la teoría de los grupos y de sus repre- 
sontaciones, en el estudio de los fundamentos de 
la geometría, on las álgobras no asociativas, etc. 

En el libro que proponemos al lector, se relata 
sobro los problemas combinatorios en forma 
entretonida, do divulgación. No obstante, en 
ésto so analizan algunos problemas combinatorios 
bastante complejos, so da un concopto sobro los 
mótodos de las relaciones do recurrencia y las 
funciones goneratrices. 


El primer capítulo del libro está dedicado 
а las reglas gonerales de la combinatoria: a las 
reglas de suma y de producto. En el segundo 
capítulo so estudian los arreglos, permutaciones 
y combinacionos. Este material escolar tradicio- 
nal үа acompañado del análisis de algunos 
ejemplos entretenidos, En ol capítulo 111 estu- 
díamos los problemas combinatorios en los quo 
imponen unas u otras limitaciones а las com- 
binaciones en cuestión. En el capítulo IV во con- 
sidoran los problemas sobre la partición do 
números y se rolata sobre los métodos geométricos 
en la combinatoria. El capítulo У ostá dedicado 
a problemas sobre los dosplazamientos aleatorios 
y а distintas modificaciones del triángulo aritmó- 
tico. En el capítulo VI se relata sobre las rola- 
ciones de recurrencia, y en el ҮП. sobre las 
funciones generatricos y, en particular, sobro 
la fórmula binómica. 

En el libro hay un apéndice que contieno más 
de 400 problemas combinatorios, tomados por ol 
autor de varias fuentes. Muchos problemas han 
sido tomados del libro de W. Whitworth «Choice 
and Chance» («Elección y oportunidad»), Londres, 
1901, dol libro de J. Riordan «An Introduction 
to Combinatorial Analysis», Now York. 1958, 
dol libro de A. М. Yaglom.o 1.M. Yaglom «Pro- 
blemas no olementales expuestos өп forma 
elemental», ed. Gostejizdat, 1954 (en ruso), 
de diferentes colecciones de problemas propuestos 
en olimpíadas matemáticas, ete. 


CAPITULO 1 


REGLAS GENERALES DE LA COMBINATORIA 


LOS CICLISTAS SUPERSTICIOSOS 


sjOtra vez un ochol» oxclamó amargamente el 
presidento dol club de ciclistas, observando la 
rueda torcida de su bicicleta. «¿Y todo por qué?» 
Porque al ingresar al club mo dieron el camé 
número 008. Y ahora no pasa un mos sin quo еп 
ina u otra rueda aparezca un ocho. Hay que 
cambiar ol número del carné. Y, para que no me 
acusen de suporstición, haré un nuevo registro 
de todos los miembros del club, otorgando sola- 
mente billetas con númoros en los que no figure 
пі un ocho». 

Dicho y hecho: al día siguiento cambió todos 
los carnés. ¿Cuántos miembros había en el club, 
si se sabe que fueron utilizados todos los números 
de tres cifras que no contienen ningún ocho? (Por 
ejemplo, el 000 fo utilizado, y el 836, no.) 

Para resolver este problema determinemos 
primeramente cuántos números de una cifra no 
contienen ochos. Está claro que hay nueve núme- 
ros así: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 9 (el número 8 se 
omite). Hallemos ahora todos los números de dos 
cifras que no contengan ochos. Los podemos formar 
así: so toma cualquiera de los números de una 
cifra hallados y se escriba después de éste cual- 
quiera do las nuove cifras admisibles. Como 
resultado, de cada número de una cifra obten- 
dromos nueve de dos cifras. Y como los números 
de una cifra son también 9, se obtendrán 9-9 = 
= 81 números de dos cifras sin ochos. Helos aquí: 


00, 01, 02, оз, 04, 00, 07, 08 
10, 10, 12, 13, 44, 16, 17, 49 
20. 4, 2 23, 24, 26, 27, 29 
20, Мм, 32 33, 34 36, 37, 39 
40, А, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 49 
50, 51, 52 58, 54, 36, 57, 59 
60, 61, 62, 63, 64, 05, 66, 67, 69 
70, 71, 72, 13, 74, 15. 76, 77, 79 
9, 91, 92 03, 9, 9, 9, 97, 9 

Existen, pues 9%= 81 números de dos cifras 


en los que по figura el 8, Pero a continuación 
de cada uno de ellos se puedo escribir nuevamente 


ek 
р 
< He 
© 
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cualquiera de las nuevo cifras admisibles. Como 
resultado, obtenemos 92.9 == 93 = 729 números 
de tres cifras. Esto significa que en el club había 
729 ciclistas. Si tomamos no los números de tres 
cifras, sino los de cuatro, habrá 9# = 6561 núme- 
тоз que по contengan ochos. 

En otro club, los ciclistas eran aún más supers- 
ticiosos, Como el número 0 se parece a una rueda 
estirada, eliminaron también esta cifra, y so 
las arreglaban con ocho: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9. 
¿Cuántos miembros tenta este club, si los números 
de los carnés eran de tres cifras? 

Este probloma es semojanto al que acabamos 
de resolvor; sólo que ahora tenemos nada más 
que 8 cifras, on lugar de 9. Por esto, en la res- 
puesta debemos también sustituir el 9 por ol 8. 
En otras palabras, en ol club había 83 = 512 miem- 
bros. 


ARREGLOS CON REPETICION 


El problema sobre los ciclistas pertenoco al 
siguiente tipo. Se dan objetos que portenecon 
а n formas distintas. A partir de éstos so forman 
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todas las posibles distribuciones con А objetos 
н cada una о, como diremos en lo sucesivo, para 
abreviar, las k-distribuciones. Además, en cada 
distribución pueden figurar objetos do un mismo 
tipo, y dos distribucionos se consideran distintas, 
si so diferencian entro sí por el tipo de objetos 
quo figuran en éstas, o por su ordon, Hay que 
hall: Н número total de estas distribuctones. 

Las distribuciones del tipo descrito so donomi- 
nan karreglos con repetición de elementos de 
n tipos; el número total de estos arreglos se 
denota medianto AR *. En ol primer problema 
sobro los ciclistas, el número de tipos de elemen- 
tos ora igual a 9 (tomábamos todas las cifras, 
а excopción del 8), y en cada arreglo (en cada 
número) figuraban tres elementos, Como fuo 
«demostrado, on este caso ol número de arreglos 
era igual а 4%= 9%, Es natural suponer que, 
si el número do tipos es igual a п, y en cada arre- 
glo figuran А elementos, se pueden formar n* 
arreglos con repetición. 

Queremos, pues, demostrar, que el número de 
-arreglos con repetición de elementos de п tipos 
es igual а 


Хела, 4) 


La demostración se efectúa mediante inducción 
completa con respecto a k: el número de elementos 
п ol arreglo, para un valor fijo de n. Para += 1, 
la respuesta es ovidonte: cada arreglo (con repe- 
tición) está formado por un solo elemento, 
y distintos arreglos so obtienen sí se toman elo- 
mentos do tipos diferentes. Pero, como el número 
«lo tipos оз igual а л, también ol de arreglos 
será Igual а n. Así, pues, А? = n, en correspon- 
dencia con la fórmula (1). 

Supongamos ahora quo ya fue domostrada la 
igualdad Af. == nA=1, y consideremos los k-arro- 


¿So utiliza también la expresión «arreglos con repeti- 
ción де я elementos, tomados do k en л». Con frecuenció. 
EN vez, de retos se utiliza el término «variaciones» 

* En ruso, la posición ёо los índices n y А es inversa, 
AX (М. del т). 


glos con repotición. Todos estos pueden sor 
obtenidos do la siguiente manera. Tomemos cual» 
quier (k — t)-arroglo (con repetición) (а, .- 
+ +=» а-а) y agreguémoslo el olemento ар de uno 
de los n tipos dados, Obtenomos cierto k-arroglo 
(a ау). Entoncos queda claro que 
cada (к — t)-arroglo se obtionon tantos 
k-arreglos cuantos tipos distintos de olomentos 
hay, es decir, n arreglos. Es ovidonto que, actua 
do de la forma indicada, no omitiremos ningún 
Jrarreglo y que tampoco obtendremos ninguno 
repetido (si (ац, ..., ад) 7% (bw ул) ові 
азе dp, será ( чакы, ақ) ж (bis + 

э Баа, 5). Por esto, el número de k-arre- 
glos con repetición formados por elementos de n 
tipos ез n veces mayor que el де (% — 1)-arroglos 
con repetición de elementos de los mismos tipos. 
Do este modo, A} = ПАЎ 1. Pero partimos йо 
la hipótesis de que Ağ- = né=1, Por esto, 


IEA nh, 


Сод esto queda demostrada la igualdad (1) рата 
todos los valores de К. 

La fórmula (1) se encuentra en toda una serie 
de problemas. Ahora nos reforiremos a algunos 
de ellos, 


SISTEMAS DE NUMERACIÓN 


Además dol sistema -decimal de numeración, 
se utilizan otros: de base dos, tros, ocho, etc. 
(véase el libro de S. У. Fomín «Sistemas 
Numeración», ей. ¿Naúka», 1963, en ruso). En ol 
sistoma n-ario de numeración se utilizan п cifras. 
Calculemos cuántos números naturales quo se 
escribon exactamente con k.cifras hay оп ol 
sistema n-ariot. 51 admitimos número: 
miencen con cero, cada número de k cifras, on 
el sistema n-ario do numeración, se puedo cot- 
siderar domo un arreglo con repotición, formado 


Para mayor comodidad, aquí incluiremos al 0 entro 
los números naturales. 


por ke cifras, las cuales pueden ser de л tipos. 
Según la fórmula (1), se obtiene que la cantidad 
de númoros de esto tipo es igual a n", 

Pero para los números naturales no se utilizan 
escrituras quo comiencen con cero. Por osto, del 
valor obtenido n' hay que restar la cantidad do 
números cuya escritura n-aria comience con сего. 
Si eliminamos la primera cifra de estos números 
(ol cero), obtondremos un número do k — 1 cifras 
(el cual también puede comenzar con cero). 
Según la fórmula (1), habrá л®—1 números de esto 
tipo, Esto significa que la cantidad total de 
números de # cifras en el sistema n-ario de nume- 
ración es igual а 


mit nh- (4). 


Por ejemplo, en el sistema decimal do numeración 
tendremos 10.9 = 9000 números de cuatro ci- 
(таз: de los 10 000 números desde el O hasta el 
9999 hay que restar mil números, precisamento, 
desde ol O hasta el 999. 

La fórmula obtenida se puede deducir también 
de otra forma. Resulta que en el número de k 
cifras, escrito en el sistema n-ario de numeración, 
la primera cifra será cualquiera de las cifras 
d, 2, ..., n= 1. La segunda, en cambio, así 
como todas Јав demás, cualquiera do las cifras 
0,1,2,... п — 1. Do esta mancra, tonomos 
п — 1 candidatos al primer puesto, y n candi- 
datos a cada uno de los k — L puestos restantes. 
De aquí so deduco fácilmente que debo haber 
(а — 1) ni=1 números buscados. 


EL CANDADO SECRETO 


Para cerrar cajas fuertes y cámaras automáticas. 
рага equipaje, se utilizan candados secretos, quo 
se abren sólo empleando cierta «palabra socrota». 
Esta palabra зе forma mediante uno o varios 
discos, en los cuales se han escrito letras.(o ci- 
fras): Supongamos que en el disco se han escrito 
12 letras, y la palabra secreta está formada por 
$ letras, ¿Cuántas pruebas Infructuosas pueden ser 
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efectuadas por una persona que desonosca la 
palabra secreta? 

Según la fórmula (1), oì número tótal de com- 
binaciones-es igual а 


125=248 832. 


Esto significa que puedo haber 248 831 pruebas 

infructuosas; “A propósito, por lo común las caj 

fuertes вө ћасоп do forma que después de la pr 

mera prueba infructuosa de abrirlas suene la 
rma. 


EL CODIGO MORSE 


Al transmitir informaciones por el telégrato, 
зе utiliza el código Morse. En éste, las letras, 
las cifras y los signos de puntuación so denotan 
con puntos y rayas. Para algunas letras so utiliza 
un solo signo, por ejemplo, Е, y para otras 
hay que utilizar cinco símbolos, por ejemplo 
Area М 
¿Do dónde salo el número 5? ¿No se podría 
tomar un número menor de símbolos, por ejemplo, 
transmitir todas las informaciones mediante 
combinaciones que contengan no más de cuatro 
¡gnos? Resulta ser que no so puede, y la respuesta 
la da precisamente la fórmula para el número 
de arreglos con repetición. De la fórmula (1) 
so dedico que A2=2, En otras palabras, con 
un solo signo se pueden transmitir solamonto dos 
letras (Е. y T-). Mediante dos símbolos so pueden 
transmitir 2# = 4 letras; con tres, 25 == 8 letras, 
y con cuatro, 2* = 46, Por esto, el número total 
de letras que so pueden transmitir con cuatro 
signos es igual a 
24448410=90. 


Pero el alfabeto ruso contiene 32 lotras, y debemos 
transmitir además cifras y signos de puntuación. 


= Aquí se utiliza el alfabeto ruso, cosa que no influyo 
ga absoluto gore а comprensión del problema analizado. 
Fara el altapeto "que poseo" 27 letras, tampoco 
Dastarian cuatro signos (NS del ТУ. 
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Está claro que no bastan los símbolos de cuatro 
signos. En cambio, si tomamos también los 
símbolos do 5 signos, a los 30 obtenidos se agre- 
garán 32 más. Los 62 símbolos obtenidos son 
totalmonte suficiontes para telegrafiar. 

En el telégrafo se utiliza también un código 
de cinco signos on ol cual cada letra so representa 
exactamento medianto cinco símbolos. Aquí 
so utilizan, on lugar de puntos y rayas, cambios 
do sentido do la corriento, o el onvío de una señal 
сов y sin corrionte, Cuando se utiliza este código, 
se tienen exactamente 25 = 32 combinaciones. 
Estas son suficientes, para transmitir lus letras. 
Para la transmisión do las cifras, los signos de 
Puntuación, otc., se utilizan las mismas combi- 
naciones que рага las lotras, Por esto, los aparatos 
telegráficos de código de cinco signos tienen un 
dispositivo especial para hacer pasar el aparato 
do las letras a las cifras y viceversa! 


ЕТ, SEMAFORO MARINO 


En la marina se utiliza a veces un semáforo 
de banderines, A cada letra le corresponde aquí 
una posición determinada de los banderines. Por 
regla general, éstos se hallan en lados opuestos 
con respecto al cuerpo del quo señala. Sin embar- 
go, en la transmisión de ciertas 6, 
x, 1, л)? ambos banderines están situados a un 
mismo lado. ¿Por qué hubo que hacer esta excep- 
ción? La respuesta la da la misma fórmula do 
arreglos con ropotición. Sucedo que hay cinco 
jones distintas de сайа bandería: hac 
abajo verticalmente, hacia abajo o inclinado, 
horizontal, hacia arriba e inclinado y hacia 
avriba en forma vortical. Como se tienen dos 
banderines, ol número total do combinaciones 


э, еда, on forma simitar а como en ia 
sición «mayúsculas» 


Фа РБ 
Ў? i 


hdd Б? 
{тҮ 
пъ У 


de las posiciones fundamentales ез igual а А2 = 
= 5= 25, Debo además olíminarso la posición 
en que ambos banderines están dirigidos hacía 
abajo, que sirve para separar las palabras. En 
total se obtienen 24 combinaciones, lo quo 
insuficionte рага transmitir todas las lotras del 
alfaboto ruso. Por esto, para algunas letras hubo 
que dirigir ambos banderines hacia un mismo 
lado. 
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LA MAQUINA COMPUTADORA 
ELECTRONICA DIGITAL 


Las máquinas computadoras cloctrónicas pue- 
den resolver los problemas más diferentes. En 
ima misma máquina so pueden descifrar las 
escrituras en idiomas desconocidos, ofectuar el 
cálculo do una торгова y elaborar los datos sobre 
el movimiento de un cohete. ¿Cómo se explica 
osta diversidad de aplicaciones de la máquina? 
Fundamentalmento esto so debe a que todos 
ostos problemas se reducen a cálculos, a opera- 
ciones con números. Pero ¿por qué la máquina 
puode resolver tantos problemas, y para los 
datos numéricos más variados? ¿Cuántas combi- 
naciones diferentes de númoros se puodon situar 
оп la máquina? 

Para responder a esta pregunta, tomemos, por 
ojomplo, la computadora «Strelá>. Га momoria 
operativa de esta máquina está formada por 
2048 células, cada una do las cuales contiene 
43 cifras binarias!, Cada cifra puedo contener 
0 6 1. En total, tenemos 43-2048 > 87 000 luga- 
res diferentes, siendo el número de tipos de 
llenado de las celdas igual a dos (0 б 1). Según 
Ju fórmula (1), obtenemos que la máquina «Strelá» 
puedo hallarse en más de 257099 estados diferentes. 
Es difícil hacerse una idea de la magnitud de este 
número. Es suficiente docir quo ol número de 
пошгопез que se pueden empaquetar densamonte 
өп una esfera do radio igual а la distancia hasta 
la nebulosa más alejada que conocemos, но ез 
mayor que 2299, 

Si tomásemos шпа sola cólula йо la memoria, 
so necesitaría el trabajo de nuevo años de un 
ejército do cien mil mecanógrafas, para imprimir 
todos los números quo pueden surgir en esta 
cólula (considerando que las mecanógrafas tra- 
bajan siote horas por día y que invierten 10 se- 
gundos on escribir un número de 43 cifras). 


› Para este ejemplo se Ва tomado una do las computa- 
doras más pequeñas dela UNSS. La memoria operativa 
e ipa сорады жайа б Ра Т ш шг (Т 


EL CODIGO GENETICO 

Un descubrimiento trascendento де la biología 
dol siglo XX fuo ol descifrado del código ge- 
nético. Sé pudo esclarecer de qué forma se trans- 
mito la información hereditaria а los descondicn- 
tes. 

Resultó ser que esta información ostá osorita 
en las moléculas gigantes del ácido desoxirribo- 
mucleínico (ADN). Las distintas moléculas de 
ADN so diferoncian entre sí en el orden de dis- 
tcibución de 4 bases do nitrógeno: adonina, ti- 
mina, guanina y citosina. Estas bases dotormi- 
тап el orden de formación de las albúminas del 
organismo, a partir de dos decenas de aminoáci- 
dos, estando cada aminoácido cifrado en un código 
de tres bases do nitrógeno. 

Es fácil comprender de dónde salió el número 3. 
Mediante combinaciones do dos bases se pueden 
cifrar sólo 4®= 16 aminoácidos, lo cual es 
insuficiente. Si, en cambio, se toman do a 3 bases, 
se obtienen 4%= 64 combinaciones. Esto ya 
bastará, con exceso, para cifrar las dos decenas, 
Sería muy interesante sabor cómo utiliza la natu- 
raleza el exceso do información: cl número de 
combinaciones cs igual a 64, y cl de aminoácidos 
es tros veces menor. 

En un cromosoma hay varias decenas de mi- 
lones do bases де nitrógono. El número de com- 
binaciones diforentes en que estas bases pueden 
ir una detrás de la otra es inimaginablomento 
grandet, 

Sería suficiente una parto pequoñísima 
de ostas combinaciones para asegurar toda la 
variedad de la naturaleza viva duranto el tiempo 
de oxistencia de la vida on la Tierra. Se sobreen- 
tiendo que hay quo toner en cuenta que sólo 
una parte muy pequeña de lus combinaciones 
tcóricamento posibles conduco а organismos aptos 
para la vida. 


* Este es igual a 4N, siendo N el nimero de bases en 
el cromosoma; 1а fórmula (0. 
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REGLAS GENEHALES DE LA 
COMBINATORIA 


Сошо voromos más adelante, los problemas 
combinat son de los tipos más variad 
Poro la mayoría de éstos se resuolven modianto 
dos reglas fundamentales: la regla do la suma 
y la del producto. 

A monudo se pueden dividir todas las combi- 
naciones estudiadas еп varias clases, figurando 
cada combinación en una claso, y sólo en una. 
Está саго que en este caso el numero total de 
combinaciones es igual a la suma de los números 
de combinaciones de todas las clases. Este enunciado 
so llama, precisamente, regla de la suma. A veces 
so formula en forma un tanto diferento: 

Si cierto objeto A puede ser escogido de т mane- 
ras, y otro objeto В, de п maneras, la elección 
so A о В» se puede efectuar de m+ п modos. 

En la aplicación de la regla de la suma en su 
última forma, hay que cuidar de que ninguna de 
las maneras de elección del objeto A coincida 
con alguna forma de elección del В (o, como expre- 
samos antes, de que ninguna combinación se 
hallo a la vez en dos clases). Si existen tales 
coincidencias, la rogla de la suma pierde su 
validez, y obtenemos sólo m -+ п — k modos de 
elécción, donde k es el número do coincidencias. 

La segundo regla, denominada regla del pro- 
dueto, es algo más compleja. Con frecuencia, 
formar las combinaciones de dos elementos so 
sabe до cuántas maneras so puede escoger el 
primer elemento y de cuántas el segundo, nò 
dependiendo ol número de formas de elección 
del segundo olemento do cómo fue elegido el 
primero. Supongamos que ol primer elemento se 
puede escoger de m maneras, у el segundo, de л. 
Entonces el раг de estos elementos зе puedo elegir 
de mn modos, En otras palabras: 

Si el objeto А se puede escoger de т maneras 
Y 61, después de cada una de estás elecciones, el 
objeto В se puede escoger de n modos, la elecclón 
del par (А, В) en el orden Indicado se puede efec- 
tuar de mn formas. 


Para demostrar la regla del producto, obsérveso 
quo cada wna de las m formas do elección del 
objeto А so puedo combinar con las n maneras 
de escoger el В. Esto, precisamente, conduco 
las тл formas do olegir el par (А, B). 

La regla del producto puede ser representada 
ilustrativamente medianto la tabla siguiente: 


Tabla 1 
(An By e. s (Ap Bin) 
(Az, Вц), + (Aa, Ban) 
Ún Bu» -| $s (i Bin? 
(Am Bm). кй (Am: Бы) 


Aquí mediante As, .. ., Am ве denotan las m 
maneras de colección del objeto А, y mediante 
В, „ Bin, las п formas de escoger el В, 
si el objeto А fue elegido de la £ésira manera. 
Está claro que esta tabla contiene todas las for- 
mas de olección del par (4, В) y consta de mn 
elementos. 

Si las formas de elección del objeto B no depen- 
деп de cómo fue elegido el A, en lugar de la ta- 
Ма 1 so obtiene otra más вопс 


Tabla 2 


+з (Ap Bn) 
(An Bn) 


a (4м, Bn). 


(Ar В), (А, Bd, 
(42, В), (Aa В, . 


(Ams Ву), а 


Puede suceder que dobamos formar no paros, 
sino agrupaciones de un mayor número do ele- 
mentos. Se llega entonces al siguiento problema: 

¿Cuántas kudlstribuciones se pueden formar, sl 
el primer elemento puede ser de uno de los т tipos 
diferentes, el segundo, de na tipos diferentes, „^ «sel 
krésimo, de ny tipos distintos? Dos distribuciones 
se consideran distintas, st por lo menos en un lugar 
de éstas se hallan elementos diferentes. 
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Esto problema so rosuelvo igual que el de los 
ciclistas. El primer elemento. so puedo escoger 
do тү formas, Cada uno do los olementos elegidos 
se puede unir a cualquiera do los nz tipos de 
sogundos elementos, lo que nos da тл; paros. 
Cada par во puedo unir a cualquiera de los ny 
tipos do tercoros elementos, obteniéndoso así 
лулайз tornas, Continuando el proceso, obtenemos 
en fin de cuentas тл... ny distribuciones del 
tipo buscado. 

En ol problema de los ciclistas había que 
escoger tres elementos (la cifra de las centenas, 


DNS, 


Fig. 1. 


la de las decenas y la de las unidades). En cada 
paso podíamos escoger una до las nueve cifras 
admisibles. Por esto obtuvimos, precisamente, 
9.9 == 729 números. El problema que inser- 
tamos a continuación es más difícil. 

Se forman signos que consisten en una figura 
geométrica (circunferencia, cuadrado, triángulo о 
hezágono), una letra y una cifra. ¿Cuántos signos 
de este tipo pueden formarse? 

Aquí se puedo elegir, en primer término, una 
figura geométrica. Esta elección so puedo hacer 
de cuatro maneras (disponemos en total de cuatro 
liguras). Luego bay quo escogor una de las 32! 
lotras y, por último, una de las 10 cifras. En 
total, se obtienen 4.32.10 = 1280 combinaciones. 


PROBLEMA DEL DOMINO 


Son más difíciles do resolver los problemas 
combinatorios en los cuales el número de oleccio- 
Y En el alfabeto español disponemos do 27. 


solamente, 10 cual nos ё 11940 total de 4-27-10 
Я ja un resultado total de 4-27-10 ex 
= 1080 combinaciones (N. del To. 


nes después де cada paso dopondo do qué elemen- 
tos fueron escogidos en los pasos anteriores. Ho 
aquí un ejemplo de estos problemas. 

¿De cuántas formas se pueden escoger dos fichas 
de dominó, de las 28 que hay, de forma que se 
puedan aplicar una a la otra (es decir, de modo 
que se encuentro el mismo número до tantos on 
ambas fichas)? 

Escojamos primeramente una ficha, Esto so 
puedo hacer de 28 maneras. Aquí, on 7 casos la 
ficha elogida será un «doble», єз decir, tendrá la 
forma 00, 11, 22, 33, 44, $5, 66, y en 21'casos: 
será una ficha con distinto múmero do tantos (por- 
ejemplo, 05, 13, еїс.). En el primer caso, la 


ejemplo, si on el primer paso fue olegida la ficha 
11, en el segundo se puede tomar wna de las: 
fichas 01, 12, 43, 14, 15, 16). En el segundo caso, 
la segunda ficha se puede escoger de 12 maneras 
(para la ficha 35 servirán las 03, 13, 23, 33, 34, 
36, 05, 15, 25, 45, 55, 56). Según la regla del 
producto, en el primer caso obtenemos 7-6 


= 42 elecciones, y en el segundo, 21.12 = 252, 
Esto significa, según la regla de la suma, que: 
tendremos 42 + 252 == 294 formas de elegir- 
el par, 

En el razonamiento efectuado se consideró: 
también ө] orden en que so olegían las fichas. 
Por esto, cada par de fichas figuraba dos veces: 
(por ejomplo, la primera voz 0! y 16, la segunda, 
16 y 01). Si no зо tiene en cuonta ol orden de- 
elección do las fichas, obtendromos una cantidad 
dos veces menor de las formas de elección, es de- 
cir, 147. 


LA TRIPULACION DE LA NAV. 
COSMICA 


En el caso өп que el númoro do elecciones posi= 
bles еп cada paso depende do qué elementos fueron: 
elegidos antes, resulta cómodo representar el, 
proceso de confección de las combinaciones en 
forma de «árbol». Primeramento во trazan, a par- 
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tir do un punto, tantos segmentos como elecciones 
diferontos so pueden hacer en el primer paso (do 
este modo, cada segmento corresponde а un ele- 
monto). A partir del extremo de cada segmento, 
so trazan tantos segmentos como elecciones se 
puedon hacer en el segundo paso, si la primera 
voz fuo oscogido ol elemento dado, etc. 


Y o 


comandante а; es psicológicamente compatible 
con los ingenieros d; y bs y con los médicos ca, су; 
el comandante аз, con los ingenieros by y da 
y con todos los médicos; el аз lo es con los inge» 
nieros dy y 0; y los médicos e, es; el as, соп todos 
los ingenieros y con el médico сз. Además 
ingeniero b, es sicológicamento incompai 
con el médico ey; el ingeniero ba, con el médico 
а, y el bs, con el médico сз. ¿De cuántas maneras 
se puede formar la tripulación de la nave, bajo 
estas condiciones? 

El árbol correspondiente ostá roprosontado en 
la fig. 2. Este muestra que oxisten sólo 10 com- 
binaciones admisibles (sí no existiora la limita» 
ción do la compatibilidad, el número de combi- 
naciones soría, según la regla del producto, igual 
а 36 = 4-3-3). 


PROBLEMAS DE LAS DAMAS 


Fig. 2. 


Como resultado de esta construcción se obtiene 
un «árbol», cuyo análisis поз da fácilmente ol 
número do soluciones de muestro probloma, 

Estudienmos el ejemplo siguiente. Se sabe quo 
al formar Ja tripulación de las naves cósmicas do 
más de una persona surgo el problema sobre la 
compatibilidad sicológica de los participantes 
де 1а travosía cósmica, Puede ocurrir que incluso 
las personas más indicadas, si se consideran 
aisladamente, no ве adapten entre sí durante un 
viajo cósmico prolongado. Supongamos quo es 
necesario formar la tripulación de una návo cós- 
mica de tres personas: el comandante, el ingo- 
nioro y el médico. Para el lugar del comandante 
hay cuatro candidatos: а, аз, аз, ац, para el de 
ingeniero, 3: bi, be, bs, Y para el de médico, 
а› 67, ез. El análisis efoctuado demostró que el 


Resolvamos el siguiente problema: 

¿De cuántas maneras se pueden poner en el 
tablero de damas dos fichas, una blanca y una 
negra, de forma que la blanca pueda comer a la 
negra? 

Según las reglas del juego de damas!, éstas so 
ubican en las casillas negras, y una ficha como 
a lo otra saltando sobre ésta y situándoso on la 
casilla siguiente (fig. 3). Si la ficha alcanzó la 
última horizontal, se transforma en dama y puede 
comer а todas las fichas que so Hallon еп ша 
misma diagonal con olla, a excepción de las que 
so hallen en los oxtremos do las diagonales, 

La complejidad de osto problema consisto en 
quo para distintas posiciones до la ficha blanca 
hay un número diferente de posiciones do la ле 
gra, en las cuales se la puedo comer. Por ejomplo, 
si la ficha blanca so halla on la casilla af, existo 
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sólo una posición do la negra, on la cual ésta 
so hallará on peligro. Si, en cambio, la ficha 
blanca está en la casilla е8, ol número do posició- 
nes buscadas do la ficha nogra es igual a 4. Por 


Fig. 3. 


último, si la ficha blanca legó а dama, en la 
саза А8, hay 6 posiciones de la negra en la que 
esta dama se la puede comer, 

Por esto, aquí lo más sencillo es indicar, para 
cada posición de la ficha blanca, ol número de 
posiciones posibles do la negra y sumar los 
resultados obtenidos. En la fig. 4, а está repro- 
sentado el tablero con la indicación de los númo- 
тоз correspondientes. Sumándolos, obtenomos 87. 
Esto significa que la distribución buscada es 
posiblo de 87 maneras, 

Está claro quo existe exactamente la misma 
cantidad de posiciones en las que la fi 
puedo comorso a la blanca, Poro la ca 
iones еп las que ambas fichas pueden comer 

otra os monos. Por ojomplo, si la ficha 
hlanca so halla on el oxtromo dol tablero, no so 
la puedo comer, esté donde esté la ficha negra. 
Por esto, a todas las casillas del bordo del tablero 
los corresponde el número 0, De igual forma se 
hallan los númoros quo corresponden a las otras 
casillas negras. Estos se representan en la 
fig. 4, b. Sumando estos números, obtenemos que 
la distribución buscada es posible de 50 modos. 


24194 


Hallomos, por último, ol número, de posicionos 
de las fichas blanca y negra, on las cuales ni 
una de ollas puedo comerse a la otra; Podríamos 
resolver esto problema al igual que los anteriores, 


b) 


Fig. 4. 


ubicando la ficha blanca en cada casilla negra 
y calculando do cuántas formas se puedo colocar 
la ficha negra de modo quo ninguna do ostas 
fichas pueda comerse a la otra. Poro aquí resulta 
más sencillo aplicar ol «principio do la teteraW 


* Cuentan que una ver мй matemático р 
tsion: «Ате Usted has una tetera vacia y bn h 
fenar ia tetera con agua, prender el gas Y poner 


nt a un 
гїн de 


a Totora 
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y reducir oste problema a otro ya resuelto. Para 
esto, hallemos primeramente la suma total de 
posiciones en que se puedo poner en el tablero 
una ficha blanca y una negra. La ficha blanca se 
puede colocar en cualquiera de las 32 casillas 
negras. Después do esto, para la ficha negra 
quedarán 31 casillas. Por esto, en virtud de la 
regla del producto, la distribución es posible de 
32-31 = 992 maneras. Pero do éstas, hay 87 
en las quo la ficha Малов puede comerse a la 
negra, y 87 en los que la negra puedo comerse 
a la blanca. Por esto, hay que restar 2.87 == 
= 174 maneras. Sin embargo, hay que toner 
en cuonta quo algunas formas fueron eliminadas 
dos veces, a causa de que la ficha blanca podía 
comerse a la negra, y a causa do que Ја negra 
podía comerse a la blanca. Hemos visto que 


Por'esto, cuando ве reduco un problema nuevo а otros 
БЧК 5 dic en roma queso aplica el principio 


existen 50 posiciones en las cuales ambas fichas 
pueden comerse una a la otra. Por esto, ol númi 
то do posiciones en que ninguna ficha puede 
comer а la otra es igual а 


992—174 +50 =868. 


¿CUANTAS PERSONAS DESCONOCEN 
LAS LENGUAS EXTRANJERAS? 


El método con que resolvimos el último de los 
problemas sobro las damas so aplica con fro- 
cuencia a la resolución do problomas combina- 
torios. Consideremos el siguiente ejemplo: 

En un instituto de investigación cientifica tra- 
bajan 67 personas, De éstas, 47 conocen el inglés, 
35, el alemán y 28, ambos idtomas. ¿Cuántas 
personas en el instituto no conocen el inglés nt 
el alemán? 

Para resolver este problema, ез necesario 
dividir todo el colectivo de colaboradores del 
instituto en partes sin elementos comunes. La 
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la segunda, los que saben sólo ө! alemán; la ter- 
cora, los que conocen todos los idiomas, y la 
cuarta, los que no saben ni uno ni otro idioma 
(ig. 5). Se conoce que la tercera parte consta de 
23 porsonas. Pero, como ol inglés lo saben 47 por- 
sonas, sólo. este idioma lo conocerán 47 — 23 = 
= 24 porsonas. Do la misma manera, solamento 
el alomán lo dominarán 35 — 23 = 12 personas. 
De aquí se deduco que el número total do personas 
que conocen uno do estos idiomas (por lo monos) 
es igual a 23 + 24 + 12= 59. Y como en el 
instituto trabajan en total 67 personas, рага la 
última parte quedarán 67 — 59 = 8 personas. 
Así, pues, 8 personas desconocen el inglés y el 
alemán. 

„La última respuesta se puedo escribir en la 
forma 


8=67—(23-+24412). 


Pero 24 lo obtuvimos restando 23 de 47, y 12, 
restando 23 de 35. Por esto. 


8=07—23—(47 —23) — (35—23). 


7—47 —35 +23. 


Ahora se aprecia la regla: dol número total de 
colaboradores se resta el número de los que saben 
inglós y el de los que saben: alemán, Aquí algunos 
colaboradores ве incluyen en ambas listas, 
y resultan esustraídos» dos veces. Estos son 
justamente los políglotas, que conocen ambos 
idiomas. Agregando el número do éstos, obte- 
nemos la cantidad do personas que no dominan 
ninguno de ostos idiomas. 

Compliquemos ol problema analizado, agro- 
gando un idioma más. Supongamos que 20 per- 
sonas sabon francés; 12, el inglés y ol francés; 
41, el alemán y el francés, y 5, los tres idiomas, 


Está claro que entonces sólo inglés y francés ` 


(sin alemán) sabrán 12 — 5 = 7 personas, y sólo 
alemán y francés, 11 — 5 = 8 personas, Por 
ende, sólo el francés lo sabrán 20—7—6— 
— 52 personas. Estas figuran entro las 
8 personas que no sabon пі el inglés пі el alomán. 


Por lo tanto, el número de personas quo desco- 

тосеп los tres idiomas es igual a 8— 2= ô. 
La rospúesta obtenida ве puedo escribir como 

sigues" Г 

6—8—2—= 61—41—37--23— (28—1-—6—5) = 

=61—41—31+-23—20+ (12— 5) {+ (1— 5)-5 = 

=61- 471—3720 4-234 124-11 —5, 


Ahora la regla queda totalmente clara. Primo- 
татем, del número total de colaboradores so 
тема el do los que saben uno do los idiomas 
(у, puedo ser, los otros tambión). Entonces algu- 
nos son «sustraídos» dos veces, pues sabon dos 
idiomas. Por esto, se suman los númoros 23, 12, 
11, que indican cuántas personas dominan dos 
idiomas (y, puedo ser, también el tercero). Pero 
las personas que conocen-los tres idiomas son al 
principio esustraídas tres veces y después esuma- 
das» tres veces. Como hay que sustracrlas, do 
todos modos, debemos restar además el nú- 
mero 5. 


FORMULA DE INCLUSIONES 
Y EXCLUSIONES 


Los ejemplos analizados permiten formular 
una ley general. Supongamos que se tienen М 
objetos, algunos de los cuales poscon las pro- 
piedades оң, аз, ».., Un» Cada objeto puedo 
o bien no poseer ninguna de estas propiedades, 
о bien toner una o varias de ollas. Denotemos 
mediante N (аз... ад) la cantidad do objo- 
tos que розоеп las propiedades о, æy, +++, ау 
(у, puedo ser, también algunas do las otras 
propiedades). Si nos hace falta subrayar quo so 
toman sólo los objetos que по poseen cierta 
propiedad, ésta so escribirá con tilde. Por ejem- 
plo, М (абу) denota el número de objetos 
que poseen las propiedades оц у о, poro no 
poseon la оц (la cuestión sobro las demás pro- 
pledades queda sin resolver). 

El número de objetos que no poseen ninguna de 
las propiedades indicadas se designa, sogún esta 
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regla, mediante 
N (040% ... an). La ley genoral consiste en quo 
N (обод... ap) = N—N (а) =N (ы)—... 


=N (аа) N (ааз) М (оз) + 
HN (одап) +... HN (аад) — 


—М(акцаз—... Манаа) de 
HAN (ооз... ол). (2) 
Aquí la suma algobraica se generaliza a todas las 


combinaciones de las propiedades 04, az.. 

- :y % (sîn tener on cuenta su orden); el signo 
+ se pone cuando ol número de propiedades que 
figuran es par, y el —, cuando esto número сз 
impar. Por ejemplo, N (а) figura con 
signo +, y N (зод), con signo —. La fór- 
mula (2) se Паша fórmula de inclusiones y ezelu- 
siones: primeramente se excluyen todos los 
objotos que poseen por lo menos una de las 
propiedades ал, æa. . - ., ©, luego se incluyen 
los que poseen por lo menos dos de estas pro- 
piedades, se excluyen los que tienen por lo menos 
tres, ete. 


Demostremos la fórmula (2). La demostración 
же efectúa mediante inducción con respecto al 
múmero de propiedades. Para una propiedad, la 
fórmula es ovidonte. Cada objoto o bien posco 
esta propiedad, o по la posee. Рог esto, 


Na) у (а). 
Supongamos ahora que la'fórmula (2) уа fue 

demostrada рага el caso en que el número de 

propiedades es igual a n—4 

N (цад... аһы 
FN (a) + 
М (Hagas) 


aa N (nin +. 
(ANA N (цаз... not). (3) 


Esta fórmula, por hipótesis, es válida para cual- 
quier conjunto. En particular, es válida para ol 
conjunto de N (а) elementos que poseon la 
propiedad а. Para éste, la fórmula (3) adquiere 


la forma 


N (адай... tn) N (an)— N (aan) «+ 

—N (an-10n) +N (arasan) + 

HN (апанда) — N (agan) «++ 
ЗЕ) N (шош... дал) 6) 


(se agrega la indicación de que еп cada caso se 
toman sólo los objetos que poseen la propiedad 
An). 

Restemos la igualdad (4) do la (3). En el segun- 
do miembro obtenemos lo quo necesitábamos; el 
segundo miembro de la fórmula (2). Y en el 
primero, obtenemos la diforencia 


N (aias ... о) — № (910... олоп). 6 
Pero N (día; - ... ahi) es ol número de objetos 
que по poseen las propiedades аң, аш, + - «y Cty mt 
pero que pueden ровсог la аһ. Y (шо, 

- арла) es el número de objetos que no 
tienen las propiedades оң, өз... ana pero 
соп soguridad poseen la ал. Por onde, la dife- 
rencia (5) es precisamente igual al número de 
objetos quo no poscon ninguna do las propiedades 
4, ад... ++ аса, б. En otras: palabras, 


М... ааа) — N (адад. 
=N (ajh -m ад 94). 


10n) = 


De седе modo, después do restar obtonomos, tam- 
bión on el primer miembro, el primer miembro 
de la fórmula (2). Queda así demostrada dicha 
fórmula para ol caso еп quo el número de pro- 
piedados es igual а л. 

Así, pues, la rolación (2) es justa рага № рго- 
piedades, siempre y cuando lo sea para n=- 1. 
Y para n= 1 ya ha sido demostrada; рог омо, 
queda demostrada la validez do dicha relación 
para cualquier cantidad do propiedades. 

La fórmula (2) se puodo representar también 
en forma simbólica de la siguiente manera: 


2 (ар... 97) = № (10) (1—P).-.(1—0). (6) 
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Aquí, luogo de abrir paréntesis, bay que escribir 
los productos Маф .. . A en la forma N (аф... 

Э). Por ejemplo, en lugar de NaBdw escri- 
biromos N (аб). 


¿DONDE ESTA EL ERROR? 


El responsable do una claso dio los siguientes 
datos sobre los alumnos: «En la claso estudian 
45 escolares, do los cualos 25 son niños. 30 esco- 
lares tienen notas de «bueno» y «sobresalientes, 
entre ellos, 16 niños. 28 alumnos practican el 
deporte, habiendo entro ellos 18 niños y 17 osco- 
lares que tionen notas de «buenos y esobresa- 
Неме». 15 niños tienen notas de «bueno» y «so~ 
brosaliente» y al mismo tiempo practican ol 
deportes, 

Al саро de varios días el alumno fue llamado 
por el director de la claso (el cual, para colmo, 
dictaba matemáticas) quien le dijo que había 
un error en los datos. Tratemos de descubrir 
cómo lo supo. Para esto, calculemos cuántas 
hiñas no practican el doporte y obtienen a veces 
«tros» (y, puede ser, «dos»). Denotemos mediante 
оң la pertenencia al sexo masculino, mediante а; 
las buonas calificaciones y mediante а la afi 
al deporte. Hallemos a qué es igual N (0/2701). 
Las condiciones del problemu nos dan que 


Моц) =25, N (0) =30, N (жу) = 28, + 
N (шо) = 16, 
N (wiag) =48, N (оо) = 17, N (од) = 15. 


Esto significa, de acuerdo con la fórmula de 
inclusiones y exclusiones, quo 


Llosa do URSS ext 
ЕЗ dea TES eoin ainen ec 
КТЕ La е. 

күү бүтүү сас: 
сы e nn ЫНА 


N (адада) =45—25—30—28--16--18+- 
41145 2, 


¡Pero la respuesta no puede ser negativa! Por 
esto, los datos suministrados contionen una 
contradicción interna, son incorrectos. 


ТА CRIBA DE ERATOSTENES 
a __— 


Uno do los problemas más grandes до las 
matemáticas es la distribución de los números 
primos entre todos los naturales, А voces, ontro 
dos números primos hay tan sólo uno compuesto 
(por ejemplo, 17 y 19, 29 y 31); a veces, van 
uno tras otro un millón de números compuestos. 
Ahora ya los científicos conocen bastante bien 
cuántos números primos hay entre los W primeros 
números naturales. En estos cálculos resultó 
de suma utilidad un método que se remonta 
а Eratóstenes, sabio do la Grecia antigua (vivió 
en el siglo Ш a.n.e. en Alejandría). 

Eratóstenes estudió los problemas más varia- 
dos: realizó investigaciones interesantes en las 
matemáticas, la astronomía y otras cienci 
A propósito, esta divorsidad lo condujo a ser un 
tanto superficial, Los contemporáneos llamaban 
a Eratóstenes, no sin ironía, «cl segundo en 
todo» (el segundo matemático después de Euclides, 
el segundo astrónomo después de Hiparco, еіс.) 

En las matemáticas, a Eratóstenes lo inter 
saba precisamento ol problema sobro cómo hallar 
todos los números primos entro los naturales do 
4 a №. Para resolverlo, ideó el siguiento medio. 
Primoramento, se tachan todos los números quo 
so dividen por 2 (excluyendo el propio 2). Luego 
se toma el primero de los números que quodan 
(precisamente, el 3). Está que este número os 
primo. So tachan todos los números quo lo siguen 
y so dividen por 3. El primero do los números 


1 Eratóstenes consideraba а 1 número primo, Ahora 
пов matemáticos consideran a 1 un número de tipo especial, 
ue mo pertence т а los múmeros prinos ni a 10з compues" 
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restantes será el 5, Tachamos todos los siguientes 
que se dividen por 5, etc. Los números que so- 
Drevivan а todas las tachaduras serán precisa- 
mente los primos. Como en los tiempos de Era- 
tóstones escribían en tablas de сега, y no tachaban 
las cifras, sino que las porforaban, la tabla, 
después de efectuar el proceso descrito, se ase- 
mejaba а una criba. Por osto, el método de 
Eratóstenes para determinar los números- 
primos fue denominado «criba de Eratós- 
tones». 

Caleulemos cuántos números quedarán en la 
primora centena si tachamos, por el método de 
Eratóstenes, los que so dividen por 2, 3 y 5. 
En otras palabras, planteómosnos el siguiente 
problema ¿cuántos números de la primera centena 
то se dividen por ninguno de los números 2, 3, 5? 
Este probloma se resuelvo mediante la fórmula 
do inclusiones y exclusionos. 

+ Designemos por оң la propiedad de un número 
de ser divisible por 2, mediante аз, la do divi- 
sibilidad por Зу medianto аз, la de ser divisiblo 
por 5. Entonces ауа significará que ol número 
so divido por б; aja, que ésto se divide por 40, 
y aada, que so divido por 15. Por último, ass 
significa que el número se divido por 30. Debe- 
mos hallar cuántos números, del { al 100, mo 
so dividen ni por 2, ni por 3, ni por 5, оз decir, 
no poseen ninguna do las propiedades ол, «з, аз. 


Según la fórmula (2), ве tiene que 
N ajaja) =100—N (ои) — N (a) —N (a) + 
EN (слад) + А (оз) HN (адо) — 


„2 (аза). 


Pero, para hallar cuántos números, dol 4 al №, 
se dividen por n, hay que dividir N por n y tomar 
la parte entera del cociente obtenido. Por esto. 
N (04) = 50, N (а)= 33, N (03) = 20, 

А (ада) = 46, N (аал) = 10, N (озал) = 6, 
N (тущ) = 3, 

de dondo 

N (озо) =32. 

Do esta manera, 32 números del 1 al 400 no 
ве dividon ni por 2, пі por 3, пі por 5. Estos, 
precisamente, “serán los números que sobrovi- 
virán a las tres primeras etapas dol proceso do 
Eratóstenes. Además, quedarán los propios núme- 
ros 2, 3 y 5. En total, quedarán 35 nú- 
meros. 

Dol primer millar, después do las tros primo- 
ras otapas del proceso indicado, quedarán 335 
números. Esto es consecuencia de que on este 
caso sorá: 

N (оа) =500, N (аа) =* 333, N (аз) = 200, 
N (ола) = 166, 
N (адо) == 100, N (0709) = бб, N (олоод) == 38, 


CAPITULO П 


ARREGLOS, PERMUTACIONES Y COMBINACIONES 


Hemos analizado algunas reglas generales de 
resolución de problemas combinatorios. Соп su 
concurso s 
tipos más variados. Sin embargo, al ig 
en la geomotría resulta engorroso reducir siempro 
la resolución de un problema a los axiomas, 
resultando más cómodo aplicar los teoremas. 
Así, en la combinatoria resulta más cómodo 
utilizar fórmulas ya listas, en lugar do resolver 
el problema por-las reglas gonoralos, puesto quo 
algunos tipos de problomas so encuentran con 
mucha mayor frecuencia que otros. A las dis- 
posiciones que se encuentran on estos problemas 
so los han otorgado denominaciones especi 
les: arreglos, permutaciones y combinacio- 
nes. 

Pora el número de estas disposiciones han 
sido deducidas fórmulas especiales, las cuales 
son aplicadas a la resolución de distintos pro- 
blemas combinatorios. Una de estas fórmulas 
ya поз es conocida: al principio del capítulo 1 
fue demostrado que el número de k-arreglos con 
ropetición de elementos de п tipos es igual a л". 
Ahora analizaremos cuántos arreglos se pueden 
formar si no so admiten repoticiones, es decir, 
si todos los elementos que figuran en ol arreglo 
son diferentes, Abordomos, anto todo, el problema 
que siguo. 


EL CAMPEONATO DE FUTBOL 


En el primer grupo de la clase вА» del campeo- 
nato de la URSS de fútbol participan 17 equipos. 
Los premtos son medallas de oro, de plata y de 
bronce. ¿De cuántas formas éstas pueden ser dis- 
tribuldas? 

Esto problema se resuclvo a baso де la regla 
del producto. La modalla de oro puede ser obte- 
nida por cualquiera de los 47 equipos. En otras 
palabras, aquí tenemos 17 posibilidades. Pero 
sl ya fue otorgada la medalla de oro a algún 
equipo, quedan sólo 16 pretendientes a la medalla 
do plata. Aquí no puede haber repeticiones: un 


mismo equipo no puedo obtener las modallas de 
oro y de plata, 

Esto significa quo después de que un equipo 
obtonga las medallas de oro, quedarán 10 posi- 
bilidades de obtener las do plata. Análogamonto, 
ya fueron otorgadas las medallas do oro y las 
до plata, las de bronco pueden sor obtenidas sólo 
рог uno de los 15 equipos restantes. Esto signi- 
fica, en virtud de la regla dol producto, que las 
medallas pueden sor distribuidas do 17-16-15 = 
= 4080 formas. 


ARREGLOS SIN REPETICION 


El problema resuelto pertecene а la clase de 
problemas combinatorios sobre arreglos sin repe- 
tición. El enunciado general de dichos problemas 
es como sigue: 

Se tienen п objetos diferentes. ¿Cuántas k-dis- 
tribuciones se pueden formar a partir de ellos? 
Aquí dos k-distribuciones se consideran diferen- 
tes, si se diferencian entro sí por lo menos en un 
elemento, o están formadas por los mismos ele- 
mentos pero dispuestos en ordea distinto. 

Estas distribuciones se denominan arreglos sin 
repetición, y el número de ellas se denota median- 
te AS”. Al formar los -arreglos sin repetición 
de n objetos, debemos efectuar Б elecciones. En 
la primera etapa podemos escogor cualquiera 
de los n objetos disponibles. Si ya fue hecha esta 
elección, en la segunda etapa habrá que escoger 
entro los п — 1 objetos restantes, pues no se 
puede ropetir la olocción efectuada!, De forma 
totalmente análoga, en la torcera otapa quedarán 
sólo n — 2 objetos libres para elegir, on la cuarta, 
п— 3 objetos... en la krésima, п— k+1 
objetos. Por esto, en virtud do la regla del pro- 


* También se utiliza la notación Ay, д. La notación 


dE по 
con repetición abora tenemos tan sólo un elemento de 
cda ез 
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ducto, se obtiene quo el número de -arreglos sin 
repetición de л elementos se expresa como sigue: 


Арпа)... (2—40). 


LA SOCIEDAD CIENTIFICA 


Apliquemos la fórmula deducida а la resolu- 
ción del problema siguionte: Una sociedad cien- 
tífica está formada por 25 personas. Es necesario 
elegir al prestdente de la sociedad, al vice-presidente, 
al secretario científico y al tesorero. ¿De cuántas 
formas se puede efectuar esta elección, st cada 
miembro de la sociedad puede ocupar sólo un cargo? 

En este caso, bay que hallar о] número de 
arreglos (sin repetición) do 25 elementos tomados 
de a 4, puesto que aquí tiene importancia quién 
será elegido do dirigente de la sociedad y qué 
puestos ocuparán los escogidos (la elección «pre- 
sidente Ivanov, vico Tatárinor, secretario Timo- 
shonko, tesorero Alexéiov» se diferencia de la 
elección «presidente Timoshenko, vice presidente 
Ivanov, secretario Tatárinoy y tesorero Ale- 
xéiev»). Por cso, la respuesta se expresa mediante 
la fórmula 


AR? = 25-24. 23-22 = 303 600. 


PERMUTACIONES 


Al formar arreglos sin repetición de n elementos 
tomados de a k, obtuvimos distribuciones quo se 
diferonciuban entre sí tanto en la composición 
como en el orden do los elementos. Pero si toma- 
mos distribuciones en las que figuren todos los л 
elementos, éstas podrán diferenciarse entre sí 
solamente en el ordon de los elementos quo figu- 
топ en ellas, Talos distribuciones son Mamadas 
permutaciones de n elementos o, más brovemente, 
h=permutaciones, 

T E término excpormutacioness, así como el erdistribu- 
cionca», que ве encuentra más abajo, mo se, utilita en 
español, puro los hemos conservado en la traducción 


КЧ 
хаР más ¿ancla que Tos términos espa бона pesitos 
ON del Ta чо 


En otras palabras, se llaman n-permutaciones 
a los arreglos sin repetición de n elomentos, en 
los cuales figuran todos los clementos. So puede 
decir también quo se Naman permutaciones do п 
elomentos todas Jas n-distribuciones posibles, 
cada una de las cuales contiono todos estos elo- 
montos tomados una sola vez y que se diforencian 
entre sí sólo on el orden do los olementos, El númo- 
ro de n-permutaciones se donota medianto Pp. 
La fórmula para Р, se obtiene directamente do la 
fórmula que da el número de arreglos sin ropo- 
tición. Más precisamente, 


Pp=Ar=n(n—1)...2.1. о 


De este modo, para sabor cuántas permutaciones 
se pueden formar de п elementos, hay que mul- 
tiplicar todos los números naturales del 4 al n. 
Este producto so denomina л! (se les «factorial 
de лэ). Así, pues, 


Ри=п!= 


Aquí se conviene que 1! = 1. 
En lo sucesivo encontraremos la notación 0! 
Parecería que 01 debe sor igual a cero, Sin embar- 
go, se ha convenido considerar que 01 = 1. 
El hecho reside en que la factorial poseo, ovi- 
dentemente, la siguiente propiedad: 


al=a(n—1) 


Esta igualdad es válida para n > 1. Es natural 
definir 01 de forma que esta igualdad pormanozca 
válida también рага л = 1, es decir, de forma 
quo sen 1! == 1.01 Pero entonces hay que hacer 
o= 1. 

Obsérvese, adomás, quo la fórmula (1) pare 
el número de arreglos sin ropotición so pue 
escribir do la siguiente manera: 


A 


. в) 
En efecto, en el quebrado (3) todos los factores 
1, 2, 3, -.., n— k figuran tanto en el nume- 
rador como en ol denominador. Después do sim- 


plificar, obtenemos que AR=n(n—=1)... 
+. (®— k + 1), lo quo corresponde а la fór- 
mula (4), 


PROBLEMA DE LAS TORRES 


¿De cuántas formas se pueden colocar en el ta- 
blero de ajedrez 8 torres de mado que no se puedan 
comer una a la otra? 

Está claro que en tal distribución en cada liner 
horizontal y en cada vertical habrá solamente una 
torre. Tomemos una de estas distribuciones 
y denotemos medianto a, el número de la casilla 


E 


Fig. 6. 


ocupada on la primera fila horizontal, mediante 
аз, en la segunda, . . ., mediante аз, en la octava. 
Entonces (ац, а, . . ., а) será cierta pormuta- 
ción de los números 1, 2, . .... 8 (está claro que 
entre los números а, аз, . . -, ag по hay dos 
iguales, puesto quo de sor así dos torres qued: 
rían еп, una misma vertical), Recíprocamento, si 
ац, an». ав es alguna permutación de los 
números 4, 2, ..., 8, a ésta le corresponderá 
cierta distribución de las torres, en la cual no 
зо podrán comer una a la otra. Por ejemplo, en 
Ја fig. б se representa la distribución de las 
torres que correspondo а la pormutación 


754613258, Do esta manera, el número do dis- 
tribuciones buscadas de las torres es igual al ти} 
mero de permutaciones de los números 1, 2,.., 
++ 8, ез decir, a Py. Pero 


Pym8l=1:2-3-4-5-6-7:8= 40 820. 


Esto significa quo las torres se pueden ubicat de 
la forma requerida de 40 320 modos diferentes. 

De manera totalmente análoga so demuostra 
que en un tablero de п hileras horizontales y n 
verticales se pueden ubicar de nl formas n torres 
de modo que no se puedan comer una a la otra. 

Obtendríamos una respuesta totalmente difo- 
ronte si las torres se diferenciasen en algo entre 
sí: si tuviesen distinto color, o si estuvieson 
numeradas. En esto caso, de cada distribución 
do las torres sin numerar se obtendrían n! dis- 
tribuciones de las numeradas: éstas во obtienen 
si, para las mismas casillas ocupadas, so cambian 
entre sí las n torres do todas las formas posibles. 
Por esto, obtondríamos (n!)? manoras de distri- 
buciones en las que las torres no se podrían comer 
entre sí. 

Se puede llegar a la misma deducción, apli- 
cando directamento la regla dol producto. La 
primera torre so puedo ubicar en cualquiera de 
las ла casillas. Si so tacha la fila horizontal y la 
vertical, en las que quedó esta torre, quedará 
un tablero con n — 1 hileras horizontales y п — 1 
verticales, con (n — 1)? casillas. Esto significa 
que la segunda torro so puedo ubicar de (n — 1)% 
maneras, Análogamente la tercera torro se puedo 
colocar de (n — 23% modos, ote. En total, ohte- 
nomos 


mi"... 12 (n1)? 
formas do distribución do las torres. 


PROBLEMAS LINGUISTICOS 


Los lingúistas, especialistas en idiomas vivos 
y muertos, deben adivinar con frecuencia escri- 
turas hechas en idiomas desconocidos. Suponga- 
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mos quo en sus manos cayó un texto escrito 
mediante 26 signos dosconocidos. Estos sim- 
bolos son letras que ropresontan uno de los 
25 sonidos del idioma. ¿De cuántas maneras se 
pueden hacer corresponder los sonidos a los signos 
del йота? 

Dispongamos los signos de la escritura en 
cierto orden, Entonces, cada modo йо corres- 
pondencia поз dará cierta permutación de los 
sonidos. Pero do 26 sonidos se pueden formar 
Pay = 261 permutaciones. Esto número es apro- 
ximadamente igual а 4.40%, Se sobreontiendo 
que comprobar todas estas posibilidades es un 
trabajo no sólo superior а las fuerzas del hombre, 
sino a las de una computadora electrónica. Por 
esto, so trata de disminuir ol número de posibi- 
lidades. Con frecuencia se logra separar los sim- 
bolos que denotan vocales de los que denotan 
consonantes (las vocales con mayor frocuenci 
se hallan al lado de las consonantes que las 
últimas entre sí, o las vocales una junto a la 
otra; observando иб combinaciones de sim- 
bolos se encuentran con mayor frecuencia, se 
pueden separar los signos de las vocales de los 
«ue corresponden a las consonantes). Supongamos 
que se pudo hallar 7 signos para las vocales 
y 19 para las consonantes. Calculomos en cuántas 
Veces disminuyó el número de posibilidades. Los 
7 signos para las vocales so pueden permutar 
мге sí de 71 formas, y los 19 para las conso- 
nantes, do 191 maneras. El múmero total de 
combinaciones és igual a 71-491 Esto significa 
que ol trabajo disminuyó on 26/71-191 = 
s 650 000 voces. Está claro que ahora оз más 
fácil, pero también 71-49! es un número gigan- 
tesco. 

Después de esto, sè calcula la frecuencia de 
aparición de cada signo por separado. Compa- 
randó esta frecuencia con la frecuencia de apari- 
ción de letras en idiomas próximos al analizado, 
se puedo acertar aproximadamente el significado 
de algunos signos. Otros signos во pueden hallar 
comparando el texto өп cuestión con el mismo 
texto оп otro idioma (los monarcas antiguos 


solían informar sobre sus «hazañas» en varios 
idiomas). 

Supongamos quo, como resultado de esto tra- 
bajo, se han identificado 4 vocales y 13 conso- 
nantes. ¿Cuántas posibilidados quedan aún? 
Está claro que 31.61 = 4320. Esto número de 
combinaciones ya puedo ser verificado, utili- 
zando las computadoras electrónicas. 

Con dificultades análogas во encuentran los 
criptólogos, o espocialistas en ol descifrado de 
códigos. 


LA RONDA 


Siete muchachas forman una ronda. De cuántas 
maneras distintas se pueden colocar en circulo? 
Si estuviesen paradas sin moverso, se obten- 
аап 71= 5040 permutaciones. Pero, como 
las niñas giran, su posición con respecto a los 


EIA 


Fig. 7. 


objetos que las rodean по interesa, o influyo 
sólo su disposición relativa. Por esto, las per- 
mutaciones que so transforman una en la otra al 
girar las personas deben considorarse iguales, 
Pero do cada permutación so pueden .obtoner 
otras sois mediante el giro. Por lo tanto, el núme- 
то 5040 dobe dividirse entro 7. Obtenemos 
5040 : 7 == 720 permutaciones diferentes de niñas 
en la ronda. 

En general, si se examinan las permutaciones 
de п objetos, ubicados no en fila, sino en cit- 
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cunferoncia, y se consideran iguales las distri- 
buciones que ве transformen una еп la otra 
mediante un giro, el número de pormutaciones 
diferentes es igual a (n — 4)! 

Calculemos akora cuántos collares se pueden 
confeccionar con 7 cuentas diferentes. Por ana- 
logía con el problema que acabamos do resolver, 
se podría pensar que el número de collares difo- 


so puedo girar en redondo, sino también rebatir 
(fig. 7). Por esto, la respuesta de este problema 
es 720 :2= 300. 


PERMUTACIONES CON REPETICION 


Hasta ahora hemos permutado objetos que 
eran diferentes por pares entre sí. Si, en cambio, 
algunos de los objetos permutados son iguales, 
se obtendrán menos permutaciones: algunas de 
ollas során iguales entre sí. Por ejemplo, permu- 
tando las letras de la palabra «mano», obtenemos 
24 permutaciones diferentes: 


mano mamo mona поша 
man moan naom поаш 
mnao nmao nmoa mnoa 
onam ошап amon anom 
oanm nonm аошп oamn 
anno anmo onma omna 


Y si on Jugar де la palabra «mano» tomamos la 
palabra «mama», en todas las pormutaciones 
escritas habrá que sustituir la «п» por la «m» 
y la «о» por la en». En esto caso, algunas de 
nuéstras 24 pormutaciones resultarán iguales. 
Por ejomplo, las permutaciones mano, namo, 
mona, noma de la primera fila nos darán, al 
efectuar dicha sustitución, la misma palabra 
«mama». Análogamento, las cuatro permutaciones 
do la segunda file darán la palabra «maam». 
En general, todas las 24 permutaciones se dividen 
еп cuatornas, las que, al sustituir la «п» por la 
«mo y la ёо» por la ea» nos darán él mismo resul- 
tado. En la tabla, estas pormutaciones so hallan 


en una misma fila, Por esto, el número de per- 
mutaciones distintas que pueden escribir de 
la palabra emama» es igual а 24:4= 6. Hel 
aquí: 


amam, aamm, amma, 


El problema general se enuncia como siguo: 

Se tienen objetos de k tipos diferentes. ¿Cuántas 
permutaciones se pueden hacer tomando т ele- 
mentos del primer tipo, nz del segundo, . .., My 
del k-ésimo tipo? 

El número de elementos en cada permutación 
es igual a n= m + m +... пр, Por esto, 
si todos los elementos fuesen diferentes, el nú- 
mero de permutaciones sería igual а ml. Pero, 
a causa de que algunos elementos coinciden, se 
obtendrá un número menor. En efecto, tomemos, 
por ejemplo, la permutación 


(4 


Я ES 


en la cual se han escrito primoramento todos los 
elementos del primer tipo, después, todos los 
del segundo, ..., por último, todos los del 
k-ésimo. Los elementos del primer tipo pueden 
ser permutados entro sí de ml formas, Pero, 
como todos estos elementos son iguales, estas 
permutaciones mo cambiarán nada. Do forma 
totalmente análoga, no cambian nada las nal 
pormutaciones de los elementos del segundo 
tipo, ..., las nal permutaciones de los del 
k-ésimo tipo. Вог ejemplo, en la pormutación 
«mman» no cambiará nada si permutamos ol 
primer elemento con el segundo, o el tercero con 
el cuarto, 

Las permutaciones de los elementos dol pri- 
mer tipo, del segundo, оќо, so pueden efectuar 
en forma indopendiento entro sí. Por esto (en 
virtud de la regla del producto), los olomentos 
de la pormutación (4) ве pueden intercambiar 
entro sí de mina! . . . nl maneras do modo quo 
esta permutación pormanezca invariable, Esto 
mismo es válido para cualquier otra distribu- 
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ción de los elementos. Por esto, el conjunto de 
todas las nl permutaciones se separa en partes 
formadas por т!л! . . . na! permutaciones igua- 
les cada una. Por consiguiento, ol número de 
permutaciones con repetición diferentes que 
se pueden escribir a partir do los clomentos 
dados es igual а 


aa? 6 


siendo, recordemos una vez más, n:= m + 
+m ena po 

Aplicando 1а fórmula (5) resulta fácil respon- 
der a la pregunta: ¿cuántas permutaciones se 
pueden hacer de las letras de la, palabra «Missi- 
sipi»? Tenemos aquí una letra «т», cuatro «із, 
tres «в» y una «р», habiendo en total 9 letras. 
Esto significa, de acuerdo con la fórmula (5), 
que ol númoro de permutaciones es igual a 


P (ni, ny 


Рез rr =25®. 


LOS ANAGRAMAS 


Hasta el siglo XVII no existian casi revistas 
científicas. Los hombres do ciencia se enteraban 
de los trabajos de sus colegas o bien do los libros, 
о bion de las. cartes particulares. Esto creaba 
grandes dificultades on la publicación de los 
resultados originales: la impresión de los libros 
Movaba años enteros, y escribir en una carta 
privada sobre un descubrimiento ora arriesgado: 
de pronto alguien so apropia del trabajo y luego 
¡cómo demostrar que по lo hizo él, sino que se 
enteró por medio de la carta recibida! También 
pudo sucedor que el que recibió la carta pensó 
mucho tiempo sobre el mismo problema, halló 
su solución y la carta no lo dio nada nuevo, y él 
a su vez quería escribirlo a su colega una infor- 
mación análoga. 

А causa de esto, con frecuencia surgían disputas 
sobro la prioridad de los descubrimientos. Aún 


a fines del siglo ХУЦ había largas discusiones 
sobro la prioridad entre Nowton у Leibnitz 
(sobre descubrió primero los cálculos 
diferencial o integral), entro Newton y Hooke 
(quién enunció primero la ley de gravitación 
wnivorsal), ote. 

En la antigüedad, Arquímedes inclusivo tuvo 
que recurrir a ша artimaña. Cuando algunos 
científicos de Alejandría se apropiaron de sus 
resultados, de los que so entoraron por cartas quo 
les escribió otra carta, En 
ella había fórmulas de extraordinaria importancia 
para las superficies y volúmenes do algunas figu- 
ras. Los alejandrinos expresaron nuevamente 
que estas fórmulas ya las conocían hace mucho, 
y que Arquímedes no les informó de nada nuevo. 
Pero aquí se aclaró quo Arquímedes los agarró 
en la trampa: las fórmulas que contenía. la 
carta eran incorrectas! Para asegurarse la ргіогі- 
dad y no admitir la difusión prematura do los 
resultados obtenidos, los científicos onunciaban 
en una fraso corta la esencia del descubrimiento, 
después permutaban las letras de ésta y enviaban 
la carta con las letras intercambiadas а sus 
colegas, Estos textos se denominan anagramas, 
Por ejemplo, les palabras «luna» y eula» son 
ападташа, Cuando se imprima el libro con la 
exposición detallada del resultado, en ésto so 
daba el descifrado del anagrama. Estos eran 
utilizados también en las discusiones políti 
Por ejemplo, después del asesinato del roy francés 
Henri Ш, del nombro de su asesino, frdro Jacques 
Clément (el hermano Jacques Clément), con- 
feccionaron el anagrama «C'est l'enfer qui m'a 
créć» (me ha creado el infierno). Los enemigos 
del rey no se quedaron atrás, y do su nombro 
Henri de Valois crearon el anagrama Vilain 
Herodés (el villano Herodes), Cuando Christian 
Huygens (1629—1695) descubrió el anillo do 
Saturno, formó el anagrama ваааааа, ccoce, d, 
eeeee, g, h, ШИШ, Ш, mm, nnnnnnnnn, 0090, pp, 
фт, s, titt, ununu, 

Si se colocan aquí las lotras on ol orden necesario, 
se obtiene el texto 
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sAnnulo. cingitur tenul, plano, nusquam 
čohaerente, ad eclipticam inelinato». 


(Está rodeado por un anillo tenue, plano, no 
adherido on ninguna parte, inclinado hacia la 
eclíptica».) 

Sin embargo, no siempre los anagramas per- 
mitían conservar el misterio, Cuando el mismo 
Hoygows descubrió ol primer satélite de Saturno 
(Titano) y halló que ol período de su rotación 
alrededor del planeta ora igual a 15 días, formó 
a raíz do esto un anagrama y lo envió а sus 
colegas, Sin ombargo, uno de ellos, Wallis, 
experto maestro en el descifrado de escrituras 
secretas, adivinó esto anagrama y formó a su vez 
él suyo, que envió a Huygens. Cuando los cion- 
tíficos so intercambiaron los descifrados de los 
anagramas, resultó sor como si Wallis hubiese 
hecho el mismo descubrimiento antes que Huy- 
gens. Luego Wallis reconoció que үш beie 
una broma, con el fin de demostra utilidad 
delos a А Ерт la escritura 
secrota. Sin embargo, Huygens no supo inter- 
pretar la broma y во enojó... 

Calculemos cuántas permutaciones habría que 
hacer para hallar el verdadero significado del 
primer anagrama de Huygens, En éste figuran 7 
Jotras a, 5e, 14, 5e, 1g, 1h, 71, 3l, 2m, 9n, 40, 
2p, 1g, 2r, 1s, 5t y 5 letras u, habiendo еп total 
61 letras. En virtud de la fórmula (5) obtenemos 
entonces 


КИСТ 
CESE ЕЕЕ ЕЕЕ ТЕГЕЙ 


permutacionos. Este enorme número es aproxi- 
.madamento igual а 10%, 

El problema de escribir todas estas permuta- 
«iones lo llovaría а una computadora electrónica, 
quo ofoctúo un millón de operaciones por segundo, 
más tiempo que todo el que lleva de oxistoncia 
el Sistema Solar, 

En cierto sentido al hombre le es más fácil 
rosolver este problema que a la máquina, puesto 
que ol hombre tomará no todas las permutaciones, 
sino sólo aquellas en que se obtengan palabras 


con sentido, tomará on consideración las reglas 
morfológicas, ete. Esto reduce mucho ol número 
de pruebas necesarias. Y, lo que es más impor- 
tante, ésto sabe aproximadamento qué problema: 
ocupaban а-в. corresponsal. Pero, de todas for- 
mas, resulta un trabajo muy engorroso. 


COMBINACIONES 7 


No :siempre nos interesa el orden en que se 
distribuyon los elementos. Por ejemplo, si en 
la semi 1 del campeonato de la URSS de 
ajedrez participan 20 personas, y a la final llegan 
sólo tres, el ordon dentro del trío no interesa: 
¡aunque sea tercero, con tel de quedar para la 
inal! Se han dado casos en que el campeón de la 
URSS resultaba ser un ajedrecista que no ocu- 
рађа en la semifinal el lugar más alto. 

De igual manera, en el campeonato de la 
URSS de fútbol la liga superior, formada por 
17 equipos, debo вог abandonada por los equipos 
que ccuparon los últimos cuatro lugares. Y es 
un débil consuelo el saber que el equipo ocupó el 
lugar 44, y no el 17: de todas formas deberá 
pasar al segundo plano. 

En los casos en que no nos interesa el orden 
de los elementos en la distribución, sino sola- 
mente su composición, se dice que so trata de 
una combinación. Do esto modo, se laman -сот- 
binaciones de n elementos las k-distribuciones 
posibles, formadas a partir de estos elementos 
y que so diforoncian entre sí рог la composición 
de los elementos, poro no por su orden, El número 
de k-combinaciones que so pueden formar a partir 
de n elementos se denota medianto С} 

La fórmula dol número de combinaciones so 
obtiene fácilmente de la que dedujimos antes 
para el número de arreglos. En efecto, formemos 


* Еп español ве utiliza lo expresión «combinaciones 
de n elementos tomados dea ho, véase la nota dela 
pág: 10 (N. del To). 


* Se utiliza también el símbolo (%) + La notación 
пз ез С} (véase la nota de la pág. 10) (N. del ТЭ. 
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primeramente todas las k-combinaciones de л 
elementos, e intercambiemos luego los elementos 
que figuran en cada combinación de todas las 
maneras posibles, Obtendremos entonces todos 
los k-arreglos de n elementos, tomado cada uno 
una sola vez, Pero de сайа k-combinación so pue- 
den efectuar kl permutaciones, y el número de 
estas combinaciones es igual a CR. Por consiguien- 
to, tiene lugar la fórmula 


мибре= л. 
Do esta fórmula so halla que 


ЕН ni 
= тт" © 
Es interesante observar que la fórmula que 
acabamos йө deducir coincido соп la que da el 
número de permutaciones de Е elementos de un 
tipo y n—k de otro: 

- na 
Pl ar 
En otras palabras 
Ch=P (k, n—k). m 


Esta igualdad se puedo demostrar también 
directamente, sin recurrir a la fórmula del númo- 
то de arreglos. Para esto, escribamos өп ordon 
todos los n elementos, a partir de los cuales so 
forman las combinaciones, y cifremos cada com- 
binación mediante un n-arreglo de ceros y uni- 
dades. Más precisamente, si algún elemento 
figura en la combinación, on su lugar oscribire- 
mos 1; si ésto no figura, escribiromos 0. Рог 
ejemplo, so forman las combinaciones de las 
lotras a, b, c, d, о, f, g, h, i, j, а la combi- 
mación а, c, f, h, i lo corresponderá la. dis- 
tribución 1010040110, ay la distribución 
0111001004, la combinación b, с, d, g, }. 
Está claro que а cada k-combinación lo correspon- 
derá una distribución de k unidades y п — # ceros, 
y a cada distribución do esto tipo lo corresponderá 
cierta k-combinación; además, a distintas distribu- 
ciones corresponderán distintas X-combinaciones. 
De aquí, precisamente, se deduce que ol número 
de k-combinaciones de п elementos coincido con 
el de permutaciones de k elementos de un tipo 
(unidades) y n— k de otro (ceros). 

Aplicando la fórmula (6), es fácil rosolvor los 
problemas a que hicimos referencia al principio 
de este apartado. El número de resultados dife- 
rontes do la semifinal del campeonato de ajo- 
drez se expresa por la fórmula 


= gjg =t 140. 


El número do distintas posibilidades “tristes” 
del campeonato: de fútbol es igual a 


cp tl 


41197 =2 30. 

Aquí tenemos otro problema sobro combina- 
ciones: 

¿De cuántas formas se pueden colocar en el ta- 
blero de ajedrez 8 torres? A diforoncia del problema 
estudiado en la. pág. 25, aquí no so impone la 
condición de que las torres no puedan comergo 
usas a Otras. Por esto, simplemento debemos 
escoger 8 casillas cualesquiera do las 64 del 


tablero de ajedroz, Esto se puedo hacer de 
EN 
Ct дг =4 328 284 968 


formas distintas, 

En forma totalmente análoga se domuestra que 
еп un tablero соп т líneas horizontales y л vert 
ticales so pueden colocar № torres de 


cp !(тл)! 


тя 
maneras. 

Si colocamos, en cambio, no № torres iguales 
sino k figuras diferentes, tendrá también impor- 
tancia qué figura ha sido colocada en cuál casilla. 
Por esto, aquí no obtenemos combinaciones, sino 
arreglos, y la respuesta so expresa por la fórmula 

in — (mn)! 
AS BP? 


)! > 


LA LOTERIA GENOVESA 


En los siglos pasados gozaba do gran populari- 
dad la llamada lotería genovesa, 900 зе conservó 
hasta ahora en algunos países. Su esencia con- 
лаа en lo siguiento, Los participantes de la 
lotería compraban billetes, en los que había 
números del 1 al 90. Se podían comprar también 
billetes en los que había directamente dos, tres, 
cuatro o cinco cifras, En el día del sorteo de la 
lotería, de una bolsa que contenía fichas con 
los números del 1 al 90 so oxtraían cinco fichas, 
Ganaban aquellos en cuyos billetes todos los 
números so hallaban entre los que habían sido 
oxtraídos!, Por ojemplo, si en el billete había 
los números 8, 21, 49, y habían sido extraídos 
los números 3, 8, 21, 37, 49, ol billoto ganaba; 
si, еп cambio, habían sido extraídos, por oj 
plo, los números 3, 7, 21, 49, 63, ol billeto perdía, 


lante do esta lotería es la lotería do salón, 
con cartones: aquí hay también bolillas con los números 
del 1 al 90. En los cartones de los Jugadores bay 3 filas 
de $ números cada una, Cuando se completan 4 números 
же dice, precleamente, que se Hene una scunternas. 


AS 
БО, 


puesto que el 8 по se hallaba entre los números 
extraídos, 

Si el participanto de la lotería compraba un 
billete con un solo númoro, obtenía, si ganaba, 
una suma 15 veces mayor que el costo del billete; 
si ésto tenía dos números (ambo), la suma era 
270 veces mayor; si tenía tres (terna), 5500 veces; 
si tenía cuatro (cuaterna), 75 000 vecos, y si 
tenía cinco números (quina), 1 000 000 de veces 
mayor que el costo. del billete. 

Muchos probaban enriquecerse participando en. 
esta lotería y apostando, on cada sorteo, a una 
terna o un ambo. Pero cast nadio logró conse- 
guirlo; la lotería estaba calculada de forma que- 
ganason sus organizadores! 

Para comprender las causas de esto, tratemos 
de calcular la razón entro el número de casos 
safortunados» до la lotería y ol número total de- 
casos en las distintas formas do juego. El número 


* Las emociones de los participantes do esta lotería 
han sido descritas con gran brillantes por la escritora 
"арапа Matildo Serao on la novela «Е1 шоо de la lo” 
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total de casos de la lotería so halla directamente 
medianto la fórmula (6). De la bolsa con 90 fichas 
ве extraen 5, sin que el orden tenga importancia 
alguna. Se obtienon combinaciones de 90 ole- 
mentos tomados de a 5, el número do las cuales 
es igual a 


= O A 

Supongamos shora que el participante de la 
lotoría compró un billete con un solo número. 
¿En cuántos casos ganará? Para ganar es nece- 
зано quo uno de los números extraídos coincida 
соп el quo so halla en ol billete, Los otros 4 pue- 
den ser arbitrarios. Pero estos cuatro números 
so escogen entre los 89 restantes. Por esto, el 
número de combinaciones propicias se expresa 
por la fórmula 


De aquí se desprende que el cociente entre el 
número de combinaciones propicias y el número 
total de éstas es igual a 


ой 18” 


Esto significa, aproximadamente, que ol jugador 
ganará una vez cada dieciocho. En otras palabras, 
Pagara por 18 billotes y ganará sólo 15 veces más 
que ol costo de uno do ollos: el costo de tres 
billotos quedará en ól bolsillo de los organizadores 
de Ја lotería. 

Se sobreentiende que no so debe considerar que 
de cada 18 vecos el jugador ganará exactamente 
una vez, А vecos, entre dos casos de ganancia 
pasan 20 ó 30 sorteos; a veces se logra ganar on 
dos y en tres sorteos consecutivos. Aquí ве trata 
dol número medio de ganancias en un intervalo 
grande de tiompo, o рага un gran númoro do 
Participantes, De otro modo, se puede incurrir 
en el orror que so adjudica a cierto médico. Este 
dijo a su paciente: «Tiene Ud. una enfermedad de 
Ла cual sana 4 entre 10. Pero los 9 enfermos pre- 


cedentes que ho tratado de esta enformedad se 
han muerto. {0@. so curará sin faltat». 
Calculemos ahora los probabilidades do ganar 
en un ambo. Aquí ya es necesario quo los dos 
números apostados figuren entre los que so han 
extraído de la bolsa; los tros números restantes 
pueden ser cualesquiera. Como ве los puedo esco- 
ger entre los 88 que quedan, el número de casos 
«afortunados» en ol juego del ambo se expresa 


La razón entre el número de dichos casos y ol 
númoro total de éstos os de 

бр 45 _ 2 

o ETS 

Aquí ya do 801 casos sólo dos conducen al 
éxito. Pero como la да: ja es sólo 270 veces 
mayor que el costo dol billete, de cada 801 de 
billetes de «ambo» el precio de 261 quedará en los 
bolsillos de los organizadores de la lotería. 
Está claro que ol juego al ambo es aún menos 
ventajoso a los participantes que el juego a un 
número simple. 

Resultan totalmente desventajosos los juegos 
a la terna, cuatorna y quinta, En el juego a la 
terna Ja razón entre el número de casos propicios 
y ol número total do éstos es igual a 


CES __4_. 
TF TIME ° 


20-59-88 
en el juego а la cuatorna os de 
сү _ 2.345 4 
Ор = 90:590857 = 51008' 
y en ol juego а Ja quinta, ds, 

1 1-2-3-4-5 
TP 00-80-88:87-80 = зуя 


En cambio, a los que ganan pagan solamente 
5500, 75 000 y 1 000 000 de veces más, El lector 
puede calcular por sí mismo cuáles son las pér- 
didas de los participantes do la lotería bajo estas 
condiciones. 
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LA COMPRA DE LOS PASTELES 


En una confitería se vendían 4 tipos de pasteles: 
de crema, cañones, polvorones y hojaldradas. ¿De 
cuántas maneras se pueden comprar 7 masas? 

Esto problema tiene otra forma que los ya 
resueltos. No es un problema sobre arreglos con 
repotición, ya que ol orden en que se colocan 
los pasteles en la caja es indiferente. Por esto, se 
halla más próximo a los problemas de combi 
ciones, Pero so diferencia a su vez de éstos en 
que en las disposiciones pueden figurar clementos 
repetidos (por ejemplo, se pueden comprar 
7 cañones). Estos problemas se llaman problemas 
sobro combinaciones con repetición. 

Para resolver nuestro problema procederemos 
del siguiente modo. Cifremos cada compra me- 
diante ceros y unidades. Más precisamente, 
escribamos primeramente tantas unidades cuan- 
tos pasteles de crema han sido comprados. Des- 
pués, para separar los pasteles de crema de los 
cañones, escribamos un cero, y después tantas 
unidades cuantos cañones se han adquirido. 
Luego escribimos nuevamente un cero (si po se 
ha comprado ningún cañón, on la escritura habrá 
dos ceros seguidos). Escribamos ahora tantas 
unidades cuantos polvorones fueron comprados, 
después nuevamento un cero y, por último, tantas 
unidades cuantos pasteles de hojaldre se сош- 
ргагоп. Por ejemplo, si зө han adquirido 3 paste- 
les de croma, 4 cañón, 2 polvorones y 4 pastel de 
hojaldre, obtenemos la siguiento escritura: 
4410101101. Si, en cambio, fuoron comprados 
2 pasteles do crema y 5 polvorones, se obtiene 
la escritura 11001141440, Está саго quo a dis- 
dintas compras les correspondon diferentes dis- 
Posiciones de 7 unidades y 3 ceros. Recíproca- 
mente, a cada disposición do 7 unidades y 3 ceros 
lo correspondo alguna compra. Por ojemplo, а la 
disposición 0111011110 lø corresponde la compra 
de 3 cañones y 4 polvorones, 

Así, pues, el número de compras diferentes 
es igual al do permutaciones con repetición que 
pueden ser formadas de 7 unidades y 3 ceros. 
auw 


Esto número, como fue demostrado en la pág. 28, 
es igual a > 
10.9. 


Podríamos haber llegado al mismo resultado 
también por otro camino, a saber: dispongamos en 
cada compra los pasteles on el orden siguiente: 
pastoles de crema, cañones, polvorones y de 
hojaldre, y después numerémoslos. Pero al ofeo- 
tuar esto, agregaremos 4 а los números de los 
cañones, 2 a los de los polvorones, y 3 а los dè 
los pasteles hojaldrados (a los númoros do los do 
croma no agregaremos nada). Por ejemplo, supon- 
gamos que зе han comprado 2 pasteles de croma, 
3 cañones, 1 polvorón y 1 pastel de hojaldre. 
Entonces estos pasteles ве mumerarán así: 4, 2, 4, 
5, 6, 8, 10. Está claro que el mayor número será 
aquí igual a 10 (el último pastel hojaldrado 
obtiene el número 7-+3=10), y el menor, 
a £ (ésto es el que obtiene el primer pastel de 
crema). Aquí no se repite ningún número. Reci- 
procamente, a cada sucesión creciente do 7 nú- 
meros del £ al 10 lo corresponde cierta compra. 
Por ejemplo, a la sucesión 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 lo 
corresponde la compra de 4 cañones y 3 polvoro- 
пез, Para convencerse de esto, hay quo restar de 
los números dados los 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. ОМелйге- 
mos los números 4, 1, f, 1, 2, 2, 2, os decir, 
4 unidades y 3 «doses». Pero 1 era el número que 
sumábamos a los de Jos cañones, y 2, а los de los 
polvorones, Por consiguiente, tenemos 4 caño- 
nes y 3 polvorones. 

Obtonemos, en nuestro caso, sólo sucesiones 
crecientes de números y, por lo tanto, cada suco- 
sión queda totalmente determinada por sus 
integrantes. Por osto, el número do estas suco- 
siones de 7 términos es igual al до 7-combinacio- 
es de 40 números (dol 4 al 40). Dicho número 
so expresa por la fórmula 
ор ira 120. 


Hemos obtenido el mismo resultado. 
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COMBINACIONES CON REPETICION 


Ya hemos expresado que el problema analizado 
pertenoco al tipo de problomas sobre combinacio- 
nes con repetición. El enunciado general de 
estos problomas es como siguo: se tienen objetos 
do п tipos diferentes, ¿Cuántas k-disposiciones so 
pueden formar а partir de éstos, si no so tione 
en cuenta el ordon de los elementos on la dis- 
posición (on otras palabras, distintas disposicio- 
nos deben diforenciarse por lo monos en un 
objeto)? 

Esto problema so resuelvo, en caso general, de 
forma exactamento igual a la que lo hicimos 
para el problema de los pasteles. Es decir, hay 
quo cifrar cada disposición mediante ceros 
y unidados: escribir рага cada tipo tantas uni- 
dades como objetos de esto tipo figuren өп Ја 
disposición, y separar los distintos tipos unos 
de otros medianto ceros (aquí, si los objetos de 
algún tipo no figuran en la disposición, hay que 
escribir dos o más ceros soguidos). Obtendremos 
así tantas unidades cuantos objotos figuren en la 
disposición, es decir X. El número do ceros será 
una unidad menor quo cl de tipos de objetos, 
es decir, п — 1. De esta forma, obtenemos per- 
mutaciones con repetición de k unidados y n — 1 
ceros. A distintas disposiciones les corresponderán 
distintas permutaciones con repetición, y a cada 
una de estas últimas lo corresponderá su dispo- 
sición. Así, pues, ol número 02 de k-combinacio- 
nes con repotición de clementos de п tipos! 
es igual al número Р (k, п — 1) de репашасіо- 
nes con repetición de п — 1 ceros у k unidades. 


Poro 
(к-п 1) 

Pm 
Por esto, 
Epa LEEN pp 
ARA. 

т вв utilizan авна las notaciones (CRF y Cna, Ba 
español ao le «gombinaciones con repetición б в glo 
йа Elo do А ел los o Blen tomados de a os 


Véase la nota al pie de la pág: 10 (N. del T.) 


Esta misma fórmula se puede demostrar también 
de otro modo. En cada combinación dobemos 

istribuir los elementos según los tipos (primero 
todos los del primer tipo, después los del segundo, 
etc.). Luego, hay que numerar todos los clementos 
de la combinación, pero a los númoros do los del 
segundo tipo debo agregarse 1, a los dol tercero, 
2, ote. Entonces, do cada combinación con ropo- 
tición so obtiene otra, sin repetición, formada 
por los números 1, 2, ..., n+ k — 1, habien- 
do k elementos on cada combinación. Do aquí 


se deduco, nuevamente, quo 
TEN ® 
= а" 


Hay problemas en los cuales а las combinacio= 
nes con repetición so impone una condición com- 
plementaria: en éstas deben forzosamente figurar 
elementos de г tipos prefijados, siendo г << п. 
Estos problemas se roducen fácilmente al que 
acabamos de resolver. Para asegurar la presencia 
de elementos de los r tipos dados, tomemos desde 
el primer momento un elemento de cada uno de 
estos tipos. Así quedarán ocupados г lugares оп 
la k-combinación. Los k— г lugares restantes 
pueden sor llenados por olomentos cualesquiera, 
pertenecientes, por hipótesis, a n tipos. Por 
esto, habrá tantas disposiciones del tipo buscado 
como combinaciones con repetición de elomentos 
de п tipos, con k — r olementos cada una, 


Poio, А 
En particular, si n < k y se exigo que en la 


-combinación con repotición figure por lo. menos 
un elemento de cada uno de los л tipos, se obtie- 


nen Cha disposiciones. 


DE NUEVO EL CAMPEONATO 
DE FUTBOL 


Hemos analizado problemas sobro arreglos, 
permutaciones y combinaciones, En muchos casos 
hay que vérselas con disposiciones de diferentes 
tipos. Consideremos el siguiento problema: 
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Llamemos a dos variantes del resultado dol 
campeonato de la URSS de fútbol coincidentes en 
lo fundamental, si on estos resultados coinciden 
los posoedores de las medallas de oro, do plata 
y do bronco, así como también los cuatro equipos 
que abandonan la liga superior. Halar el número 
de resultados, no coincidentes en lo fundamental, 
del campeonato (igual que antes, considoramos 
quo en el campeonato participan 17 equipos). 
Ya sabemos quo las medallas se pueden dis- 
tribuir do A} == 17.16-15 formas (véase 1а 
23). Después de esto, quedan 14 equipos, 
de los cuales 4 debon abandonar la liga superior. 
Como aquí ya no tiene importancia el orden de 
los equipos que abandonan, esto puede tener 
141 à 
= тат maneras. Según la regla 
del producto, obtenemos que el número de rosul- 
tados, coincidentes en lo fundamental, del cam- 
peonato, es igual a 


ANO} = 474645. 


lugar de C} 


ЗА 084000. 


tal quo so cumpla la desigualdad 
> 4084080, 


Resolvióndola, obtenemos que k>22. Asi, 
pues, para transmitir los resultados del campo 
nato mediante puntos y rayas, es necesario utili- 
zar по menos de 22 símbol 

Se sobreontiondo quo estos cálculos по so 
utilizan para transmitir los rosultados de los 
campeonatos, Pero es fácil imaginarso un caso 
m que la transmisión de la información esté 
acompañada de grandes dificultades técnicas 
(por ejemplo, al transmitir una fotografia desdo 
una navo cósmica) y en que cada signo valga 
«su peso en oro». Entonces hay que considerar 
las diferentes posibilidades de esta transmisión 
y escoger las más económicas. Estos problemas 
Son estudiados en la disciplina matemática deno- 
minada teoría de la información. 


ШЕШЕНЕ ЕПП 


A esto mismo resultado se puede llegar por 
otro camino. El número total de distintos resul- 
tados dol campeonato (sin tener en cuenta los 
casos en que tiene lugar el roparto de unos u 
otros lugares) os igual a Pı = 171. Pero las 
permutaciones do los equipos que ocuparon los 
lugares desde el 4° al 13°, así como también las 
de los que ocuparon los lugares desdo el 14° hasta 
ol 179, conducen a resultados del campeonato que 
coinciden en lo fundamental, El número de 
estas permutacionos os igual а 101.41. Por lo 


tanto, el número de resultados diferentes so 
oxprosa por la fórmula үүт 
ашаб ДЕМ 


Supongamos quo so quioro transmitir el resul- 
tado del campeonato mediante un telegrama 
formado por k puntos y rayas, ¿Cuál es el menor 
путето de símbolos necesarios para hacerlo? Ya 
sabomos que do # puntos y rayas se puedon formar 
2* distribuciones diferentes. Por esto, el menor 
número de símbolos que hacen posible la trans- 
misión de la información requerida debe ser 


PROPIEDADES DE LAS 
COMBINACIONES 1 


Los números C} poseen toda una serio de pro- 
piedades notables. Estas pueden sor demostradas 
de diferentes maneras. En algunos casos lo más 
cómodo es aplicar directamente la fórmula 


ч 1 
= з= d в) 


Sin ombargo, con frecuencia so logra obtenor la 
demostración a partir de consideraciones сот- 
binatorias: ве calcula ol número do distribucio- 
nes de un tipo dado у so dividen óstas en clases 
que no posean olemeftos comunos. Después, se 
halla cuántas distribuciones figuran on cada 
clase. Sumando los números obtenidos, obtenemos 
nuevamente el número do todas las distribuciones 


* Bl resto del capítulo puede ser omitido on una pri- 
mera lectura. Sin embargo, las igualdades Ch = Сү 
y Ch = суг + СЙ” encontrarán con frecuencia en 
do sucesivo. 


e 
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del tipo estudiado. Esto nos da, precisamente, 
la relación buscada. 

Comencemos por la fórmula más sencilla: 
Ce чо) 
Esta so desprende directamente de la (9). Si 
sustituímos en esta última А por n— k, а su 
vez n— k so sustituirá por n — (п — k) = k; 
como resultado, los factores del denominador so 
intercambian do lugar. Pero la igualdad (10) 
es fácil de demostrar también sin recurrir 
expresión explícita del número de combinaciones, 
Si so escogo alguna A-combinación de n elementos 
diferentes, поз quedará una combinación com- 
plomentaria de п — k elementos, siendo a su 
vez la j-combinación inicial complementaria de 
la (n — k)-combinación obtenida. De esta mane- 
ra, las k-combinaciones y las (n — K)-combinacio- 
пез forman pares mutuamente complementarios 
y, por ello, el número de estas combinaciones 
<s ol mismo, Esto significa que СЁ = Сл. 

Casi con la misma sencillez se demuestra la 
relación 
=). a) 
Para esto, formemos -combinaciones de los п 
elementos а, - + +» аһ, а, Y dividámoslas en 
dos clases, En la primera figurarán las combi- 
naciones que contengan al elemento аз; en la 
segunda, las que no lo contengan. Si eliminamos 
ol elemento a, de cualquiera de las combinaciones 
de la primora claso, nos quedará una (k — 1)-сош- 
binación, formada por Юз olementos a; 

El número de éstas es igual a Сс. Por esto, en 
la primera clase habrá CRZ} distribuciones. Las 
combinaciones. de la segunda clase son k-combi- 
naciones formadas рог los (»— 1) elementos 
. Por esto, su número es igual 
cuanto cualquier ¡-combinación 

la а partir de los elementos 

pertenece а una claso, y sólo a una, y el número 
total de estas combinaciones es igual a Cf obte- 
nomos la igualdad (1%). 


En forma similar se demuestra la relación 


©+с+с}+...+с=2". (12) 
Рага esto, recogemos que 2" es el número do 
todos los marreglos con repetición formados 
por elementos de dos tipos, Dividamos estos 
arreglos on clases, haciendo pertenecer а la 
claso k-ésima aquellos on los que figuran к ole- 
mentos del primer tipo у п — А del segundo. 
Los arreglos de la k-ésima clase son ni más ni 
menos quo las permutaciones posibles formadas 
por k elementos del primer tipo у п— k del 
segundo. Ya sabemos que el número do tales 
permutaciones es igual а Р (k, n— k), siondo, 
además, Р (k, п — Ж) = C% (véanse las págs. 28 
y 30). Por consiguiente, el número total de 
arreglos de todas las clases es igual a C? + 
+C?+...-+ Ch. Por otro lado, este mismo 
número es igual a 2, Con esto queda demostrada 
la relación. (12). 

En forma totalmente análoga se demuestra quo 


У 


патты 


Р (т, na пз) = 3", a3) 


donde la suma se toma por todas las particiones 
del número п еп tres sumandos [(teniéndose en 
cuenta también el orden de los sumandos, cs 
decir, en la suma figuran, por ejemplo, los tér- 
minos Р (т, ns лз) у Р (пг, ny т)}. Para 
demostrarlo, debemos considerar todos los п-агте- 
glos formados por olomentos de tres tipos y 
pararlos en clases йе una misma composición 
(es decir, tomar arreglos con un mismo número 
de elementos del primer tipo, del segundo y del 
tercero). 
En general, tieno Jugar la igualdad 


+ my) == kn, 


(4) 


donde la suma se toma por todas las particiones 
del número л en k sumendos (teniendo en cuenta 
el orden de éstos). 
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Consideremos ahora las m-combinaciones соп 
repetición formadas" por elementos de n- 4 
tipos, por ejemplo, рог las п+1 letras 
a, b, €, » + «+ т. El número de estas combinacio- 
nes es igual a Са}! з Ст, Dividamos todas 
estas combinaciones оп clases, haciendo per- 
tonecer a la closo k-ésima las combinaciones en 
las que la letra a figura k veces. Los m—k 
lugares restantes estarán ocupados por las lotras 
que quedan: b, €, . . ., 2, cuyo número es igual 
a n. Por esto, en la clase k-ésima habrá tantas 
combinaciones cuantas (т — A)-combinaciones 
con repotición se pueden formar а partir de olo- 
mentos de n tipos, es decir, Cita? o. En con- 
secuencia, el número total de todas las combina- 
ciones es igual a 


a id E HOHER. 


Por otro lado, hemos visto que este número es 
igual a CHH", De esta forma queda demostrada 
la igualdad 

нс ост", (15) 
Sustituyendo aquí n por n-+4 у m рог т—1у 
aplicando la igualdad (10), so obtiene que 

CUR Oria CRE... ст cat, (16) 


Para а= 1, 2, 3, obtenemos los siguientes casos 
particulares de la fórmula (16): 


1424 tma С), an 
1242.34 ... +m (m+1)= 
=) yg 


1-2-4+2.3-4+...-т (т-Е1) (m+2)= 
п" 42 ө+® . в 
Медїашїө las fórmulas (17)—(19) es fácil ha- 


+ Mar la suma de los cùadrados y la de los cubos 
do los múmeros naturales del 1 al m, La fór- 


mula (18) so puedo escribir como sigue; 
1 та 1424... pm 
CASCO 


Pero, en virtud do la (17), so cumplo que 41+ 


+24 eme PRED, por do cal, 


TT 


at р віва), 


En forma totalmente análoga se deduce, de la 
fórmula (9), qué 


дор... СЕЎ. en 
Dejamos que el lector obtenga, por esto método, 
las fórmulas para las sumas de potencias más 
elevadas de los números naturales. 

Las m-combinaciones con repeticiones forma- 
das por elementos de п tipos pueden ser clasifi- 
cadas tomando como base el número de elementos 
do diferente tipo que figuran en la combinación 
dada. En otras palabras, en la primera claso 
se hallarán las combinaciones quo están formadas 
por elementos iguales; en la segunda, las que 
lo están por elementos de dos tipos, ..., en la 
ruésima, por elementos do todos los n tipos (so 
sobreentiende que si es т <<, зо obtendrán 
solamente m clases). 

Calculemos cuántas combinaciones figuran on 
cada clase. La elección de una combinación 
perteneciente a la k-éslma clase so puedo efectuar 
en dos etapas. Primeramonto escogomos qué k 
tipos de elementos figuran en la combinación, 
Como el número total de tipos es igual a n, 
esta elección во puedo hacer de CR maneras. 
Después do que los tipos estén elegidos, debemos 
establecer las mcombinaciones con repetición 
formadas por los elementos de estos № tipos, en 
las cuales estén representados todos ellos. Pero 
homos demostrado (véase la pág. 35) que el 
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número do estas combinaciones соп repotición 
es igual а Стс\= CRE}. 

Según la тора dol producto, do aquí se deduco 
que en la késima clase figuran CẸCEZ} combi- 
naciones. Sumando los números de combinaciones 
de cada clase, obtenemos la cantidad total de 
m-combinaciones con repetición, formadas por 
slomentos de п tipos, os decir, С”. Queda 
así domostrada la igualdad 


Cr 3d 


Si es m<n, el último término de la suma 
será CRC"). La igualdad obtenida adquiere 
una expresión más cómoda si se sustituyo en 
cada sumando CF por [Ch p. Nos quedará en- 
tonces: 

р a a i a 
sepii, ш 
Aquí, en cada sumando del primer término, la 
suma de los índices suporiores es igual a n + m — 
— 1, y la de los inferiores, a п — 1. Los índices 
superiores son constantes, y los inforiores varían, 


Do otra forma, esta igualdad so puedo escribir 
así: 


E +020 P= Ch 


(23) 


Ahora deduciremos una fórmula análoga, en 
la cual al sumar varían también los índices 
suporiores. Para esto, tomemos p vocales dis- 
tintas y n— p consonantes diferentes y formo- 
mos, a partir de éstas, todas las m-combinaciones 
con repetición posibles. Dividamos estas com- 
binaciones en clases, incluyondo en la k-ósima 
claso las combinaciones que contienen № vocales 
y т — К consonantes. Caloulemos el número 
de combinaciones que figuran en la k-ósima clase. 
Cada elemento де. ésta se divide en una k-com= 
binación (con repetición), formada por р Vocales, 
y ша (m— k)-combinación (con repetición), 
formada рог п — p consonantes. Por csto, en la 


й-ёйша clase habrá СКЕР- СТРА combi- 
naciones. Рог lo tanto, la cantidad total de com- 
binaciones analizadas es igual а 
totor. 
«Оер, 


Por otro lado, ostas combinaciones nos dan todas 
las m-combinacionos con repotición que so pueden 
formar do elementos de n tipos diferontes, por lo 
cual su número es igual a Ст”. Obtonomos 
así la identidad 


A E EEN 
стт Gl, 


es 
Escribamos esta igualdad de forma que al sumar 
varíen solamente los índicos superiores. Para 
esto, hay que aplicar la identidad С=С „а 
todos los términos. Obtenemos entonces : 


1 стіні men—p-2 
о-о NR A E 


Esta fórmula puede ser escrita de otro modo 
como sigue 1; 
a р-а... 


Podemos apreciar que aquí, en la suma, los 
índices inferiores permanecen constantes, mion- 
tras que los superiores varían, siendo la suma 
de los primeros igual a n, y la do los últimos, 
am 

Destaquemos un caso particular de la fórmu- 
la (23), que obtuvimos antes. Si hacomos en ella 
n— p= т, obtendremos 


сорс... срт с". (25) 
En particular, para р= т nos da la igualdad 
(сў#+(с}#+...+(Ср = ср. (26) 


* Sustituimos p por p +i, n por n+2 у т por 
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Las idontidados obtonidas pueden ser genera- 
lizadas. Para esto, tomemos un conjunto for- 
mado рос elementos do q tipos: m elementos del 
primer tipo, п dol segundo, . . «, ny del f-ésimo, 

do los clomentos de un tipo diforontes entro 
sí (por ejemplo, cl tipo so determina рог el 
color del objeto, y los clomentos de un mismo 
color tienen distinta forma). 

Formaremos, partióndo do los elementos de 
esto conjunto, todas las m-combinaciones posi- 
bles, y las clasificaromos por su composición, 
es бесі según cl número de elementos del pri- 
mero, segundo, . . ., g-ésimo tipo. Entonces cada 
clase se caractoriza por los números naturales 
(тз, ma, ..., то), quo satisfacen a las desi- 
gualdades 0 < m; < т. Esta clase está consti- 
tuida por лы elementos del primor tipo, ma del 
segundo, . ... mg dol gésimo, siondo, además, 
тт + >. + то т. Denotaremos esta 
clase mediante А (m, - - -, ту. 

Do la regla del producto se desprende que 
la clase А (m, .... та) está formada por 
Cm Coma ... Ché, combinaciones. Sumando el 
número de combinaciones de todas las clases, 
obtenemos la identidad 


DAA Cen, en 


donde n= m +m +... + ng y la suma so 
toma por todas las distribuciones posibles do 
los números naturales (та, та, ..., mg), siendo 
түт +... 

Si so toman combinaciones con repetición, so 
obtiono una identidad análoga: 

netmg my 

Don'en 


CA 


‚сч 
"а 


CRA, (28) 
dondo también es n= m + n+... + ng 
y la suma so toma por las mismas agrupaciones 
de los números (m, ma, - +, то). 

Otra propiedad de las combinaciones so esta- 
blece de la siguiente manera. Partimos de la 


identidad 
светл стоп 


Ст, 


(29) 


la cual so comprueba fácilmente por razonamien= 
tos combinatorios, Para esto, hay quo tomar n 
elementos diforontes, escoger k do éstos, y do 
los n— k restantes escoger aún m— k; So 
obticno:así una m-combinación de n elementos. 
Para un k fijo, esto proceso so puedo efectuar 
de СДС-А maneras, No ов difícil comprobar 
que en nuestro caso cada una de las СЭ combi- 
naciones se obtieno de СЇ maneras. Do aquí se 
desprende, precisamento, la igualdad (29). 
Escribamos la idontidad (29) para k = 0,... 
„з m y sumomos las igualdades obtenidas. 
Como, por la fórmula (12), se comprueba 


CF +HOT +... +Ch=2m, 
se obtione que 


CA OCA +... 6200—90", 
о hisa 
O HOC 
e HON CI =2m0n. (30) 


CASO PARTICULAR DE LA FORMULA 
DE INCLUSIONES Y EXCLUSIONES 


Muchas propiedades do las combinaciones st 
deducen а baso de la fórmula de inclusiones 
y exclusiones (убаво la pág. 19). Nos será de 
utilidad un caso particular de ésta. Supongamos 
que el número N (оц, ..., an) de olemontos 
que poseen las propiedades сц, .. ., о depende 
по do ostas propiedades, sino solamente do su 
cantidad, es decir, supongamos quo 
(а)... =N (an), 

N (оа) =N (aga)... (antan) 

N (aa) =N (umaa) =... = М (алсала) 
etc. Entonces, en la suma N (о) +... + N (ал) 
todos los términos son iguales a un mismo núme 
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то, que denotaremos рог №. Como hay n su- 
mandos aquí, esta suma será igual а ANY 
=CIN%, De forma totalmente igual se de- 
muestra que 
Niam) + Na o + lanin) СДО), 
donde N® =N (aaa), y, en general, que 
E HN (аасы: ал) = 
=С0У0) (м) 

(ве sobreentiendo que la suma (31) se toma рог 
todas las combinaciones posibles de n propiedades, 
tomadas de а №). 

Por esto, en ol caso considerado la fórmula de 
inclusiones y exclusiones adquiere la forma 
NO = м УО СМ)... 


atin CRNO, (82) 


SUMAS ALTERNADAS 
DE COMBINACIONES 


Ahora pasaremos a la deducción de las pro- 
piedades ulteriores de las combinaciones. Estas 
son similares a las que demostramos antes, pero 
ве diferencian do las últimas еп que los signos 
de los sumandos varían: después de un «más» 
va un «menos», luego nuevamente un «más», eto. 

La más sencilla do estas fórmulas es 


Ф@—С1+@—...+(—1)%бде=0. 


(83) 


Esta idontidad se doduce de la igualdad (11). 
Para domostrarla, hay que tener en cuenta que 


entre sf. 


Esta fórmula so puede domostrar también 
mediante razonamientos combinatorios. Escri- 
bamos todas las combinaciones de т elementos 
аа, - +=» 2, y efectuemos la siguiente translor- 


mación: a la combinación que no contiene la 
letra а, so la agregaremos, y la elíminaromos de 
las combinaciones que la contienen. Es fácil 
comprobar que entonces obtendremos nuevamente 
todas las combinaciones, tomadas una sola voz 
cada una. Pero en ема transformación todas las 
combinaciones que tienen un número par de 
elementos se transforman en otras con número 
impar de éstos, y vicevorsa. Por consiguiente, 
hay tantas combinaciones con número par de 
elementos como con número impar de éstos 
{aquí incluímos también la combinación vacía, - 
que no contiene ningún elemento). Esto se expre- , 
за, precisamonte, por la fórmula (33). 

Demostremos ahora la fórmula más compleja 
Coon СА сб %»— 

ee HDRT =O. (% 

Para esto, consideremos las m-combinaciones 
dormadas a partir de los л elementos as, + + «y an- 
Designemos por (as, ..., аһ) la propiedad de 
la combinación consistente en que en ésta figuran 
forzosamente los elementos ан, - +», аһ. El nú- 
mero N (аз, ..., а) de tales combinaciones 
es igual a СУГА (en éstas bay k lugares ocupados 
por los elementos , ap, habiendo n— k 
pretendientes a los т — k lugares restantes). 
El número total de combinaciones es igual a Ch, 
y no existen combinaciones que no posean nin- 
guna de las propiedades (а1), .. ., (än) (on cada 
m-combinación figuran algunos elementos). Рог 
esto, en nuestro саво sorá № == Ch, NO == 0, 
NO ев Chh. Sustituyendo estos valores on la 
fórmula (32), obtenemos la identidad (34). 

Do forma totalmente análoga so demuestra la 
relación 
c+ Caca 

ao (A 9 1010, ві m> ny 
соці" RET H 
0)" 00—10, 


(35) 
зі т<. 
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Precisamento, - consideremos las. т-сошЫпа- 
ciones con repetición, formadas por elementos de 
п tipos а, 42, . --, а, y denotemos medianto 
(a), 1 <k <m, la propiedad que consiste en 
que entre los elementos de la combinación. hay 
olementos del tipo ox (y también, puede ser, 
entos de otros tipos). Entonces N (ay; . 
+ « i а) es el número de combinaciones en | 
cuales figuran, con seguridad, los olementos de 
Jas clases aj, ..., ау. Do cada una de estas 
combinaciones se puede quitar un elemento de 
cada una de las clases а, .. ., ау. Сошо resul- 
tado, se obtiene cierta (т — k)-combinación 
con repotición, formada рог los elementos de 
п tipos а, Recíprocamente, agregando 
a ша {т — k)-combinación con repetición, for- 
mada a partir de los elementos de los tipos а, . . 

2, аһ, un elemento do cada una de las clases 
+.) аһ, obtenemos una m-combinación en 
la cual están representados obligatoriamente 
estas últimas clases. De aquí se desprende que el 
número N (81, ..., ау) es igual al de (m — K)- 
-combinaciones con repetición que se pueden 
formar a partir de los elementos de n tipos, es 
decir, que N (as, в) = ЄТ“! Ahora 
Меп, el número total de m-combinaciones con 
repetición es igual a CF*"=1, y no existe ninguna 
quo то posea ninguna de las propiedades (ар), 
1<k-< п. Sustituyendo los valores hallados 
NO к= 0, N= СЪН", уб = CERA en 
la fórmula (32), obtenemos la identidad (35). 

Demostremos, por último, la identidad 


пт (п) 07 (12)... 
ap (—A) A 61 +10, 


(86) 


quo es válida cuando m < n. 


Con esto fin, consideremos los m-arreglos con 
ropotición do elementos de n tipos, y designomos 
mediante (а) la propiedad do un arreglo con- 
sistento en que on ésto no figuran los elementos 
del tipo ау. 

Entonces N (а, -s aa) өз el número de 
m-arreglos con repetición que no contienen los 
elomentos de las clases aj, ау, es decir, 
que están formados por elementos do los n — X 
tipos аузы, -- ., а. El número de estos arreglos 
es igual a (z — x)”. De osto modo, tonomos que 


NM = N (an oon 


El número total do arreglos es igual a a”. 

Por último, no existen arreglos que no posean 
ninguna de las propiedades (ay), ..., (an). En 
efecto, si un arreglo no posee ninguna propiedad 
(а), contendrá elementos de todos los т 
tipos. 

Pero esto es imposible, puesto que el número m 
de elementos de los arreglos es menor que n. 
Por esto, N® = 0, y obtenemos la identidad 
(86). 

Hemos demostrado aquí varias relaciones que 
satisfacen los números Cf. Solas puede demos- 
trar también por otros métodos. En el capítulo V 
nos referiremos al mótodo geométrico de demos- 
tración de estas relaciones, y en el VII expon- 
remos el método más poderoso de demostración: 
el de las funciones genoratrices. Mediante oste 
método se pueden demostrar no sólo todas las 
relaciones expuestas en este capítulo, 
sino también toda una serie do otras, do gran 
interés. 


а) = (n— 0". 


CAPITULO Ш 


PROBLEMAS COMBINATORIOS CON LIMITACIONES, 


Hasta ahora hemos estudiado problemas en 
los que no se imponía ninguna condición com- 
plomentaria sobre el orden de los elementos en 
las distribuciones. O bien (como en los arreglos 
y en las permutaciones) se admitía cualquier ordon 
do los elemontos, о bien (como en las combina- 
ciones) el ordon по ве tomaba cn cuenta, Ahora 
analizaremos problemas en los que se imponen 
algunas limitaciones sobra el ordon do los cle- 
mentos. 


LOS LEONES Y LOS TIGRES 


Un domador de fieras quiere sacar a la arena 
del circo 5 leones y 4 tigres. Un tigre no puede ir 
detrás de otro. ¿De cuántas maneres se pueden 
distribuir las fieras? 

Ubiquemos primeramente todos los leones 
de forma quo entro dos de ellos haya un inter- 
valo. Esto se puede hacer de 51 == 120 formas. 
El número de intervalos es igual а 4. Si agrega- 
mos a éstos dos lugares más: delante de todos los 
Joones y detrás de ellos, se obtienen 6 lugares, 
en los cuales so pueden colocar los tigres, no 
estando mingún par de tigres juntos, Como el 
orden де los tigres tione importancia, ol número 
do formas do distribuirlos es igual al de arreglos 
de 6 alomentos tomados de a 4, ез decir, а Аў = 
= 30. 

Combinando cada шапега do distribución 
«de los leones con uno de los modos de ubicar 
los tigres, obtenemos- 120-300 => 43 200 formas 
do sacar las fioras а la arona, 

Si el domador tuviese п leones y k tigres, po- 
dria resolver su problema de 


formas, Esto es posible solamente bajo la condi- 
ción de que k< п + 1, do otro modo dos tigres 
quedarán forzosamente uno а] lado del 
ошо. 


LA CONSTRUCCION 
DE LA ESCALERA 


Se construye una escalera que conduce del punto 
A al В (fig. 8). La distancia AC es igual a 4,5 т, 
y la CB, a 1,5 m. La altura de cada escalón es 
igual a 30 cm, y su ancho, а un múltiplo entero 
de 50 cm. ¿De cuántas maneras se puede construir 
la escalera? 

Do las condiciones dadas so aprecia que la 
escalera dobo tener 5 escalones. Ademós, como 
4,5:0,5= 9, tenemos 10 lugares en dondo so 
puode hacer un escalón. De esta manera, hay 
que escoger 5 lugares ontro 10. Esto se puedo 
hacer de 


101 
Cp= g2 


formas, 

En general, si debe haber X escalones, y en el 
segmento AC caben n escalones, la escalora se 
puede construir de С "+ modos. 

Este problema es similar al del domador: 
éste nó quería colocar dos tigres uno al lado del 
otro, y el constructor de la escalera no puede 
hacer escalones de altura doblo. Pero entro ambos 
problemas hay una diforencia fundamental. Al 
domador le era importante el orden on el que 
iban los tigres: una cosa es poner даме do 


Fig. 8. 


todos al tigro Shaj, y otra, al tigre Akbar. Y para 
el constructor do la escalera todos los lugares 
donde hay una elevación son igualos, Adomás, 
el domador дема tener en cuenta también ol 
orden de distribución de Jos leones, mientras que 
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al constructor de la escalera lo eran iguales todos 
los lugares en los que so puede hacer una eleva- 
ción. Por esto, el constructor tiene menores posi 

bilidades de elección quo el domador. Si la esca- 
lora tuviese una altura do 1,2 m y una longitud 
de 2,5 m, habría 4 escalones y 6 lugares en donde 
éstos зе pueden construir. La respuesta sería 
entouces de C3 = 15. Por su parte ol domador, 
en el mismo caso, obtendría 43 200 variantes. 
Esto es comprensiblo, puesto que podría cambiar 
do lugar ontro sí а 5 leones de 5! = 120 formas, 
y в 4 tigres de 41 == 24 maneras, habiendo en 


total 120.24 == 2880 formas. Y 15.2880 = 
= 43 200. 

El problema de la escalora so puede enunciar 
como sigue: 


¿De cuántas formas se pueden distribuir n ceros 
y k unidades de modo que no haya dos unidades 
Juntas? 

En efecto, cada escalera se puede cifrar median- 
4e una sucesión de ceros y unidades: el cero 
indica ol lugar en que la quebrada va hacia la 
derecha, y el 1, el lugar on que va hacia arriba. 
Por ejemplo, para la escalera representada en la 
fig. 8, obtenemos la sucesión 100101001010010. 
Además, como по hay escalones de altura doble 
оп la escalora, en la sucesión no puedo haber dos 
unidades soguidas, Así, pues, el número de 
sucesiones de n ceros y № unidades, өп las cuales 
по hay ningún par de unidades juntas, es igual 
al de escaloras, es decir, a Cf. 


EL ESTANTE DE LIBROS 


En un estante hay 12 Ubros, ¿De cuántas formas 
se pueden escoger 8 de éstos de modo que no haya 
dos Juntos? 

Esto problema se reduce al que acabamos de 
resolver, Cifremos cada elección de los libros 
medianto una sucesión do coros y unidados. 
Prooisamente, а cada libro dejado le pondremos 
en correspondencia un 0, y a cada uno tomado, 
un 4. Como resultado, se obtiene una sucesión 


de 5 unidades y 7 ceros. Además, como no ге 
pueden tomar libros quo estaban juntos, en la 
sucesión obtenida no habrá dos unidados soguidas. 
Pero el número de sucesiones formadas por 
5 unidados y 7 ceros, en los que по hay dos uni- 
dades juntas, es igual а С? = 56. 

En general, зі hay п libros en ol ostanto y so 
escogon k de ellos de forma que no haya dos 
juntos, esto se puedo efectuar de Су”! maneras, 
Do aquí se aprecia que el probloma во puedo 
resolver sólo ві 2k — 1 <n. 


LOS CABALLEROS DEL 
REY ARTURO 


A la mesa redonda del rey Arturo hay sentados 
12 caballeros. Entre ellos, cada uno está enemistado 
con sus vecinos. Нау que escoger 5 caballeros para 
liberar a una princesa encantada, ¿De cuántas 
maneras se puede hacer esto, procediendo de modo 
que entre los caballeros elegidos no haya enemigos? 

Este problema es similar al del estante de 
libros, pero se diferencia del último en que los 
caballeros no están en fila, sino en circulo, Poro 
ез fácil reducirlo al caso en quo los caballeros 
estén sentados еп fila. Para esto tomemos a algu- 
no de cllos, digamos, a sir Lancelot. Todas las 
stribuciones escogidas de caballeros so dividen 
en dos clases: өп algunas do ollas participa sir 
Lancelot, y en otras, по. Calculemos cuántas 
distribuciones hay en cada славо, 

En caso де que sir Lancelot vaya a liberar a la 
princesa oncantada, ni su vecino de la derecha 
ni ol do la izquierda tomarán parto en la expodi- 
ción, Quedan 9 caballoros, do los cuales hay que 
escoger a 4 acompañantes para sir Lancolot. 
Como los vecinos de éste no participan en la 
expedición, hay que cuidar solamente de que 
entre los 4 caballeros elegidos no haya onomigos, 
es decir, de que no haya dos que estón son- 
tados juntos. Pero la eliminación de sir Lance- 
lot y de sus dos vecinos rompo la cadena do 
caballeros, y se puode considerar quo éstos no 
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están sentados a una mesa redonda, sino en опа 
fila. Pero on este caso se pueden elegir 4 caballeros 
de entre 9, en la forma exigida, de C$ = 15 for- 
mas. Así, pues, en la primera clase figuran 15 dis- 
posiciones, 

Calculomos ahora cuántas disposiciones hay en 
la segunda clase, Como sir Lancelot no participa 
en la oxpodición, se lo puedo eliminar de inme- 
diato del número de caba lo la mesa redon- 
. Entonces la, cadena de cuballeros y de sus 
interrelaciones so rompo muevamento, quedando 
11 caballeros dispuestos en fila, Do ellos hay que 
escogor 5 participantes de la oxpedición de mane- 
та quo ontro los olegidos no haya dos que estu- 
viesen sentados juntos. Esto so puedo efectuar 
de С] = 21 modos, De esta forma, ol número 
total do maneras es igual a 15 + 21 == 36. 

En genoral, sí а la mesa redonda hay sentados n 
caballeros y hay que escoger k de ellos de modo que 
entre ellos no haya ningún par de vectnos, esto se 


puede efectuar de СЕСК" + CR"? maneras. 
Esta afirmación so demuestra análogamento 


a como lo hicimos más arriba. Todas las dispo- 


siciones de caballeros se dividen en dos clases, 
según participe o no en ellas ol caballero Lancelot, 
Las disposiciones en que éste participa sumarán 
'=1, y habrá С," өп las cuales no participo. 
Se verifica fácilmente que 


E e 
O 


Por ejemplo, para n=12, y k=5, so obtiono 


д-н 


LA CHICA ESTA APURADA: 
TIENE UNA CITA 


Hace un tiempo, en las pantallas de la URSS 
se exponía una comedia cinematográfica com 
esto nombre. En ella so narraban las tribulaciones 
de dos veraneantes quo se olvidaron los pasa- 
portes en sus casas. Decidieron enviarles los 
pasaportes por correo. Pero la chica que traba- 
jaba en el correo tenía una cita, y en su apuro 
confundió los sobres: el pasaporte de uno quedó 
en el sobre con la dirección dol otro, y el de este 
último, en el sobre con la dirección dol primero. 
Por suerte no le tocó trabajar a la voz con 5 cartas, 
pues entonces по a dos, sino a cinco infelicos les 
habría tocado dormir en los duros bancos del 
parque del balneario... 

A propósito, esto no es del todo cierto, ya quo 
podría haber puesto, casualmente, algunos pasa- 
portes en los sobres necesarios, Calculomos en 
cuántos casos ella habría hecho una confustón 
total, es decir, que ninguno hubiese recibido su 
pasaporte. ' 

Este problema so puedo onunciar de la siguiente 
manera. Se toman todas las permutaciones posibles 
de los 5 múmeros 1, 2, 8, 4, 5. ¿En cuántas de todas 
no hay ningún nimero en su lugar? La resolución 
so efectúa por el mótodo de las inclusiones y exclu- 
siones (véase la pág. 19). Denotemos medianto 
(а) la propiedad de la permutación que consiste 
en que el número а so halla en su lugar, y median- 


to Na denotomos la cantidad de pormutaciones 
que poseen dicha propiedad. Análogamente, 
Nap indicará. la cantidad de permutaciones que 
poseen a la vez las propiedades (a) y (Б), es decir, 
tales que tanto ос como В во hallan en sus lugares. 
Un significado análogo tienen las notaciones 
ару cto. Por úlfimo, denotemos medianto 
9 ol número de permutaciones que no poseon 
ninguna de las propiedades (1), (2), (3), (4), (5), 
ев decir, do las permutaciones en las que ningún 
número so halla en su lugar. En virtud de la fór- 
mula do inclusiones y exclusiones, tendremos que 


Мо УМ № Ма а Nat 


. 
Fiat EN Мом (1) 


dondo № = Р, es el número total de todas las 
permutaciones de 5 elementos (véaso la pág. 20). 
En nuestro caso, el problema se simplifica 
porque las propiedades (1), (2), (3), (4), (5) son 
totalmente similares, Por esto queda claro que 
Nı= Na=....== Му Análogamento, tendre- 
mos que №: = Na3=...= Nas, pues da lo 
mismo que se queden en su lugar los números 
1 y 2, о los 3 y 4. Pero ol número do pares que 
se pueden escoger de los números 1, 2, 3, 4, 5, 
ез igual а С? (las propiedades (1, 2) y (2, 4) 
coinciden, por lo cual el orden de los números 
tomados en el par no nos interesa). 
Análogamente tendremos C$ ternas, C$ cuater- 
паз y С} grupos de cinco. Por esto, la fórmula (1) 
so puede escribir como sigue: 
NO = No CIN WC [NO Ср + 
ONO сік 


a) 


Aquí, para simplificar, so ha designado por 
NČ Ја cantidad de permutaciones en las quo k 
cifras dadas quedan on sus lugares. Para concluir 
la resolución del problema, nos queda hallar 
los valores de N®, к= 4, 2, 3, 4,5. 

NO designa la cantidad de permutaciones en 
las que quedó еп su lugar un número prefijado, 
por ejemplo, el 1. Pero si el 1 queda en su lugar, 


los restantes se pueden permutar entre sí de 
P, = 24 maneras. Por ende, N® = Pq. Análo- 
gamente, si los números 1 y 2 so quedan en sus 
lugares, los tres números restantes se pueden 
intercambiar де Р; = 6 formas. Por esto, NW = 
== Р, = 6. Análogamente se obtiono que 
NO0=P=2, Мөр, y NO=Pp=1. 
Sustituyendo los valores hallados do NW, №, 
No, М9, МӘ en laj fórmula (2), resulta 
N'O = Р,— СР, + СЇРу—С}Р,+ СР Ру 
—120—5.24+-40.6—40.2--51—1-1=44. 
Así, pues, en 44 casos де 120 ningún destinatario 
recibiría su pasaporte 
En forma totalmonte análoga se puedo hallar еп 
cuántos casos recibirá su pasaporte exactamente 
un destinatario. Si el afortunado fueso ol primer 
destinatario, los otros 4 recibirían pasaportes 
ajenos. Esto puede suceder de 
Ра С1Рз4-С4Р,— С4Р,-+-С4Ру=9 


maneras. Pero como ol afortunado puedo ser 
cualquier destinatario, el número total de formas 


on que una persona cxactamente recibirá la carta 
dirigida a él es igual a 5:9=45. 

Proponemos que el lector voriliquo por sí 
mismo que exactamente dos personas recibirán 
ви carta on 20 casos, tres, en 10, cuatro, en 0, 
y cinco, en 4 caso. El resultado para cuatro so 
xplica porque si cuatro rocibieson la carta 
dirigida a ollos, la restanto ostaría también diri= 
gida a la dirección correcta. 

De modo que las 120 permutaciones distintas 
de 5 olomentos se dividen en 44 permutaciones 
en las cualos ningún elemento quoda en su lugar, 
45 оп las que exactamento uno no cambia su lugar, 
20 en las que no cambian do lugar dos elementos, 
10 que dojan fijas a tres elomentos, y 1 en la que 
todos quedan оп sus lugares. 


LA SESION DE TELEPATIA 


Algunos afirman que pueden leer los pensa- 
mientos a distancia. Para verificar esto, se 
hacían los siguientes experimentos. En una pieza 
levantaban, en ciorto orden, las llamadas figuras 
de Zener (fig. 9). El telópata debía adivinar en 
qué orden eran lovantadas dichas figuras. 


Шер А 
ОД 


Fig. 9. 


Supongamos que las figuras so levantan sin 
ropotición. Entonces, el número total de per- 
mutaciones posibles de ostas figuras es igual 
a 5I = 120. Al efectuar la sesión, se escogo una 
de estas permutaciones. El telépata nombra otra 


permutación de estas figuras, y su éxito es tanto 
mayor cuantas más figuras adivino. Do los 
cáleulos, efectuados en las págs. 45—46, зе 
deduce que si se adivina al azar los resultados 
sorían aproximadamento los siguientes: en 44 
casos de 120 no se adivinaría ninguna figura, en 
45, una, өп 20, dos, еп 10, tres, у өп un caso, 
las cinco figuras. El promedio, al adivinar а} 
azar, de las figuras denominadas correctamente, 
es igual a 
45-420-24-10-34-5 
120 

es decir, so nombra una figura de entre cinco. 
Рага n figuras distintas, өп promedio se adivinará 
una figura do entre n. Si зе adivina sistomáticas 
mento un mayor número de éstas, hay que inves- 
tigar moticulosamento la causa: sí tiene lugar 
(como sucedo con frecuencia) un engaño, o si en 
efecto la persona estudiada poseo aptidudes 
especiales. 

Analicemos si varía el número promedio. de 
figuras adivinadas, cuando во admiten ropóti- 
ciones. En este caso, en lugar de permutaciones 
tondremos arreglos con repetición. Pero ol número 


mi, 
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de tales arreglos de л olementos, do los cualos 
ni uno so halla en su lugar «legítimo», өз igual 
a (п = 1)". Efectivamente, en el primer lugar 
puedo estar cualquier elemento, a excepción del 
primero, en el segundo, cualquier elemento, 
a oxcepción del segundo, ato. En otras palabras, 
рага cada lugar hay п — 1 candidatos. Sogún 
la regla del producto, do aquí so doduce quo ol 
número de combinaciones posibles es igual а 
в —1)". 

Hallemos on cuántos casos quedará өп su lugar 
exactamente un elemento. Si ocupa su lugar, 
digamos, el primer elemento, quedarán aún 
n — 1 lugares quo deben ser ocupados. Además, 
hay que tenor en cuenta que cada lugar es pre- 
tendido por л — 1 candidatos (todos los elemon- 
tos, a ехсорсібп dol «propietario legítimo» de este 
lugar). Por consiguiente, el númoro de arreglos 
en los que el primer elemento, y sólo éste, se 
halla en su lugar, es igual a (л — 17%, Pero 
como en su lugar puedo estar cualesquiera de los 
п olementos, el número do arreglos en que no so 
ha movido exactamente un elemento es igual 
a n(n— 1)"-1, En forma totalmente igual se 
demuestra que el número de arreglos en los que 
то se han movido exactamente + elementos es 
igual a Ср (n — y 

Por ejemplo, еп el caso de cinco olomentos 
diferentes, obtiene el siguiente resultado: el 
número de arreglos con repetición en los que se 
han desplazado todos los olementos es igual 
a 4*= 1024; el de arreglos en que exactamente 
un elemento so halla en su lugar, а 5:41 == 1280; 
el de aquellos en que exactamente dos elementos 
quedaron en sus lugaros, а 10-49 640; tres, 
a 10-49 = 160; cuatro, a 5-4=20, y cinco, 
a 1:40= 1. Ер Lotal, tenemos 
1024 +1280 + 640 + 1604-2041 = 3125 
arreglos, lo cual concucrda con la fórmula 
Д{= 5а 3125. 

En promedio se adivinará, si se adi 
1280 +- 620.24 160-3420. 
3125 


па al azar, 


olemento. La rospuesta resultó sor la misma: al 
adivinar al azar so puede acortar una figura de 
entro cinco, sin que esto dependa de si so admito 
ropetición de figuras o no. Sin ombargo, la 
distribución dol número do figuras adivinadas ya 
sorú otra. Esta so indica en la tabla siguiento: 


PROBLEMA GENERAL 
DEL DESPLAZAMIENTO ! 


En forma completamente análoga a lo efoctuado- 
con los problemas estudiados más arriba, se 
resuelve el problema goneral sobre el dospla- 
zamiento: hallar el número Dp de permutaciones 
de n elementos, en las cuales ningún elemento se 
queda en la posición inicial. La respuesta so expre- 
su por la fórmula 


Р, РСР О Ра-а— (А) Ср 
4d =)" 
=n [oo E J 

El lector que conoce la teoría de las series- 
reconocerá en Ia oxpresión entro paréntesis a una 
suma parcial del desarrollo de e~t, 

Gonoralizando la fórmula (3) para ol caso 
n= 0, se obtiene quo es natural convenir on 
que D= 1. 

El número de permutacionos en las cualos 
oxactamento ғ elementos permanecen en sus 


з Este apartado эе puede omitir en caso de que no se 
quiera profundizar en la cuestión. 
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lugares iniciales y los л — г restantes cambian 
зи posición, se expresa por la fórmula 


Рр, тч Ср был. КЕ] 


En efecto, hay que olegir primeramente qué r 
elementos quedan en sus lugares, Esto se puedo 
hacer de С? maneras. Los л — r 
tantes puedon ser intercambiados, después de 
esto, de cualquier manera, siompro que ninguno 
de ellos ocupo su Ingar inicial. Esto se puedo 
hacer de Dp -r modos, Según la regla del producto, 
se obtieno quo ol número total de permutaciones 
requeridas es igual а CPDp -r 

Dividamos todas las permutaciones en clases, 
según la cantidad de elementos que permanecen 
fijos en la permutación dada. Como el пішого 
total de permutaciones es igual a п}, se obtiene 
la siguiente ¡dontidad: 


at= Š Dnr Y ср. © 


Otra identidad que relaciona a п! соп los núme- 
ros D,, ве obtiene de la siguiente manera. Тоше- 
mos todas las n! permutaciones de los elementos 
шщ, +», а y calculemos cuántos números en 
éstas quedaron en sus lugares. Este cálculo se 
puedo efectuar de dos maneras. En primer lugar, 
obsérvese que si, por ejemplo, el elemento а 
so halla en su lugar, los restantes se pueden 
permutar de Р, = (n — 1)! modos. Por esto, 
en (n— 4)! permutaciones el elemento aj зе 
hallará on ol primer lugar. Do igual manera, еп 
(п — 4)! permutaciones el elomento о; se hallará 
on el segundo lugar, oto. En total, obtenemos 
n (п — 1) = n! elementos que se hallan оп sus 
lugares. Pero ё] númoro de estos elementos 
puedo ser calculado de otro modo. La cantidad 
de permutaciones do la r-ésima clase, es decir, 
tales que r elomontos de éstas so hallan en sus 
lugares, es igual а Da, r- Cada permutación de 
esto tipo nos da r elementos fijos. Por esto, la 
cantidad total de elementos fijos en las permu- 
taciones de Ja résima clase es igual а 70, 


obteniéndose, en total У) 


y elementos fijos. 
1 
Queda con esto demostrada la identidad 


м= У Da, r= У) TCP Dr 
а = 
La fórmula de inclusiones y exclusiones permite 
resolver también ol siguiento problema: hallar 
el número de permutaciones de n elementos, en las 
cuales т elementos prefijados se han desplazado 
(y los restantes pueden estar tanto desplazados, 
como quedarse en sus lugares iniciales). La res- 
puesta se expresa mediante la fórmula 
mp1) 405 (9—21. +4)" (12). (6) 


(5) 


SUBFACTORIALES * 


Algunos autores denominan los números Dp 
subfactoriales, Las subfactoriales poseen muchas 
propiedades comunes con las factoriales ordina- 
rias. Por ejemplo, para las últimas se cumple 
Ла igualdad 
al (14 (02M. o 
En efecto, 

M0 Ка + n= (5—1) (з—2)Їл еп, 

Demostremos que la misma igualdad tiene 
lugar también. para las subfactoriales Dp, ев 
decir, que 
р (раар (8) 
Para esto, sustituyamos Dn-ı у Dn- Por sus 
desarrollos según la fórmula (3). Obtonemos, 
soparando еп la expresión de Da- ol último 
sumando, que 


(пал ( 0) аА (0211 x 


(т (a1); 


+ Este párrafo puede set omitido en Ja primera lectura, 
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Pero, өп virtud do la fórmula (7), 
0000142) =nl. 


Además, 7 
aria б С 
Por esto, 


A 
ауа 
=" [6 -ia + = 


„= ae. д 


La relación (8) нй, во puedo, repitiendo 
los razonamientos do Euler, deducir mediante 
consideraciones puramente combinatorias. Tome- 
mos todas las permutaciones en las que todos 
los elementos han sido desplazados. El primer 
lugar, en óstas, lo puede ocupar cualquier ele- 
mento, a excepción del primero, Como el número 
do elementos restantes es igual a п — 1, las Dp 
permutaciones quedan divididas ел л — grupos, 
según qué elemento ocupó el primer lugar. Está 
claro que en todos los grupos habrá igual cantidad 
de elomentos, 

Calculemos cuántos elementos hay en uno de 
estos grupos, por ejemplo, en aquél donde el 
primer lugar ha sido ocupado por el segundo 
elemento. Este grupo se divido en dos partes: 
las permutaciones en las quo ol primer elemento 
so halla en el segundo lugar, y todas las restantes. 
Si el primer elemento ocupó el segundo lugar 
(y el segundo, como se recordará, ol primer Jugar), 
los п — 2 elementos restantes se pueden inter- 
cambiar de cualquier manera, siempre que nin- 
guno de ellos ocupe su lugar. Esto so puedo hacer 
do Da-a maneras, Por lo tanto, la primera parte 
contien 2,2 permutaciones. 

Domostremos quo la segunda parte está formada 
por D,-, permutaciones. En ofecto, өп ésta figu- 
rarán todas las pormutaciones en las que el 
primor olemento no зе hallo en el segundo lugar, 
у los domás no estén en sus lugares. Si so consi- 
dera por un momento quo ol segundo lugar es 
«legítimo» para el primer elemento, se obtendrá 
кин 


que los oloméntos primero, tercero, сшаго,... 
+ -y nuésimo no so hallan en sus lugares, Como 
el número do estos elementos es igual a n— 4, 
en lá segunda parte habrá Dy., pormutacionos, 
Pero entonces, todo ol grupo está formado por 
Dr-» + Р. permutaciones, Como todo el con- 
junto de permutaciones que desplazan а todos 
los elementos está formado por п — 1 grapos, өп 
aquél habrá (п — 1) [Dn -2 + Dni] permutaciones. 
Con esto, queda demostrada la igualdad (8). 
De la fórmula (8) so doduco que 
Da—nDni= — [Dami (8—1) ьа). 
Por esto, al variar n, la expresión Da —nDp-1 
sólo cambia do signo. Aplicando esta relación 
varias veces, obtenemos que 
2, PD =(— 1972 (D,—2D4. 
Pero D¿=1, y D;=0, por lo cual 
Da =nDr-4H(—1), ө 
Esta fórmula nos recuerda la relación ni = 
= п (п — 1)! para las factoriales. 
Escribamos los valores йо las subfactoriales 
para los primeros 12 númoros naturales 


п Da n Dan Dp on Dn 

1.0.4 9 7 4854 40 4334901 
2 4 5 44 В 14833 41 14684570 
3 2 6 265 9 133496 12 176214841 


LA CARAVANA DEL DESIERTO 


Por el desterto va una caravana formada por 
9 camellos. La travesta dura muchos días y, al fin, 
а todos les aburre ver delante de s$ al mismo camello, 
¿De cuántas maneras se pueden intercamblar los 
camellos de forma que delante de cada uno vaya 
otro distinto del anterior? 

Estas permutaciones existen con seguridad. 
Por ejemplo, se pueden disponer todos los camellos 
en orden inverso, de forma que el último resulte 
primero, ote. En general, como dico el proverbio 
árabe, ecuando la caravana vuelvo hacia atrás, 
el camello rengo queda delante», 
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Para resolver el problema, numoremos los 
camellos en su ordon inicial desdo el final de Ja 
caravana hacia ol principio con los números 
4,2, 3, 4, 5, б, 7, 8, 9. De esto modo, el último 
camello obtiene el número uno, el penúltimo, 
ol 2, ete. Debemos hallar todas las permutaciones 
los números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, en las 
cuales по so encuontre ningún par (1, 2), (2, 3) 
(3, 4), (4, 5), (5, б), (6, 7), (7, 8), (8, 9). Para 
resolver el problema, apliquemos nuevamente la 
fórmula de inclusiones y exclusiones, 

Calculomos, ante todo, en cuántas permutacio- 
nes figura ol par (t, 2). Podemos considerar оп 
estas permutaciones que esto par es un solo ele~ 
mento. Por esto, la cantidad total de elementos 
po será 9, sino 8, y el númoro de permutaciones 
quo contione а (1, 2) es igual a Pg. El mismo 
resultado se obtieno para todos los 8 pares. 

Ahora tomemos las permutaciones que contie- 
теп dos pares prefijados. En este caso, unimos 
los clementos que figuran en cada uno do estos 
pares, Si ambos pares contienen un mismo ele- 
monto (por ejemplo, los pares (1, 2) y (2, 3)), 
uniremos los tres elementos. En caso contrario 
(por ejemplo, para los pares (1, 2) y (5, 6)) uni- 
mos los elementos de a dos. En ambos casos, 
después de unirlos obtenemos 7 elementos nuevos 
(una parte de ellos es un par, о bien una terna 
do los iniciales), los cuales pueden ser permutados 
entro sí do Py maneras. Y dos pares pueden ser 
elegidos do entre ocho de C$ formas. 

Do igual modó so demuestra que la cantidad 
de permutaciones que contienen % pares dados 
es igual а Ру. Además, k pares pueden ser 
escogidos de СЇ maneras. Según la fórmula de 
inclusiones y exclusiones, se obtiene quo la 
cantidad de permutaciones que ро contienen 
ningún рас dado es igual a 


Ру—С\Р»+ СЇРт—С}Рь-++С\Р,— 
сұра СЇР,—С1Р,4-СЇРү+= 
5.7 Ж.®$%. #34 
tit Ки)” 
148 329, 


Do forma totalmente análoga зо domuestra quo 
la cantidad do permutaciones do n númoros 4, 
2,3, 


n que по contionen ningún par (1, 2), 
4, n) so expresa mediante la fór- 


CP H O Pn- — C Paat + 
ce) С Ру 


3 
шый ды; 


a 
pyh w 
Expresomos Ja respuesta obtenida medianto 


subfactoriales. Para esto, dividamos cada suman- 
do del segundo miembro on dos: 


ка, (ay 


A 


+ 2]+ 
са) 


Сы 


(ore 
T- 


(еп ambos paréntesis hemos agregado un término, 
el último; es evidente que estos términos so 
simplifican entre sí, puesto que después do abrir 
paréntesis so transforman respectivamente en 
(4)" y (-1)"-3). Poro el primer sumando no es 
otra cosa que Da, y el sogundo, Da-i. Por esto, 
En Dn + Cn- ai) 

Así, puos, el número de permutaciones do 
1, 2. 3, on las cuales no figura ningún 
par (4, 2), (2,3), «+=, (л — 1, n) os iguala Dp + 
+ Dpr: 

En forma totalmente análoga зе domucstra 
que la cantidad de pormutaciones de п olementos, 
en las cuales no figuran г <n— 1 pares pro- 
fijados, es igual a 
Ра Раа А СДР... HUMA СР. (12) 

Si el número do pares prohibidos es mayor que 
se obtiene otra respuesta. Suponga» 


ni, 
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mos, por ejemplo, que además de los pares 
(1,2), (2,3), ..., (n—4, п), en la pormuta- 
ción no debo figurar ol par (n, 1). Razonando en 
forma, análoga a como lo hicimos más arriba, 
ве obtieno que la respuesta so expresa mediante 
Ja fórmula 


Enc Р„—СїР„а+ СДР, 
E A 
3.1 4): 
ent [пя = СО TA a3 


En efecto, en este caso el número de pares pro- 
hibidos es igual a n, y no puede haber un caso 
en quo en la permutación figuren todos los n 
paros. En efecto, por ejemplo, si en ésta зе hallan 
los pares (1, 2), (2, 3), ..., (п — 1, n), el pri- 
mer elemento será el t, у el último, el л, por 
lo cual el par (л, 1) no figurará en la permuta- 
ción. Por esto, el último término do la fórmu- 
la (13) es igual a (1 Сй ¡Pao y noa 
(AP ДР = (1 

Sería interesante dar a la última respuesta 
Е, = лра) una fundamentación  puramonte 
combinatoria. 


UN PASEO EN CALESITA 


En una calesita pasean п niños. Estos decidieron 
cambiar de lugar, de forma que delante de cada 
uno quede otro distinto del que había antes. ¿De 
cuántas maneras pueden efectuar esto? 

Este problema es similar al que resolvimos 
más arriba, sobre la caravana. Pero ahora el 
número de pares prohibidos os igual a л: no deben 
figurar los pares (1, 2), (2, 3), ..., (9—1, n) 
у (п, 0). Adomás, las permutaciones quo se 
obtienen una de otra cambiando а los ni 
en círculo no se considerarán diferentes: cuando 
comience a girar la calesita по so podrán disti 
guir entro sí. Por osto, do los je elementos se pue- 
don obtener solamento Ру, == (k — 1)! permu- 
taciones esencialmente distintas. Por último, 


el muevo problema puedo haber permutaciones, 
en las cuales figuren todos los n pares. Tal sorá, 
por ejemplo, la permutación inicial. Teniendo 
en cuenta todo esto, so obtiene, según la fórmula 
de inclusiones y exclusiones, que ol número de 
permutaciones buscado es igual a 


O = Pre — CP Pn- + CGP nm 
A CR Ро. 


0". (м) 


Es fácil comprobar quo esta expresión so puedo 
escribir en la forma 
©@а= а-а-а һа... H(—1)0 Di. (15) 
En efecto, de la fórmula (14), on virtud de la 
igualdad С®—С}—} == Ch"), se deduco quo, pura 
а>, 
Qu Opa Pri — Cia СР а. 
4), 
y esta expresión es igual а Da- (véase la pág. 49). 
De este modo, 0» -+-0а-= 0а. Además, de la 
fórmula (14) se deduco que Q¿==0. Tonemos, 
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pues, que 
On+Qn-1=Dn-49 

— Ona —Qn-a 7 — Das 
Оһ-»+»-з=" а-э 


(Apra Фор. 
Sumando estas igualdades, вс obticne la rela- 
ción (15). 


EN LA COLA DEL CINE 


En la caja del cine hay una cola de т -+ k 
personas; m de ellas tienen billetes de 1 rublo, 
y k, monedas de 50 Кореш. El billete cuesta 50 ko- 
peks, y al comienzo de la venta la саја está vacía. 
¿De cuántas maneras se pueden hallar en la cola 
las personas con rublos y con monedas de 50 К. 
de forma gue la cola pase stn contratiempos, es 
decir, que nadie deba esperar su cambio? 

Por ejemplo, si m= k= 2, habrá solamente 
dos casos propicios: erer y corr, donde e 
indica una moneda de 50 k. (la mitad de un 
rublo) y т, uo rublo. En cambio, on los cuatro 
casos rreo, rore, recr y erre surgirá 
una detención: on los primeros tres casos ya el 
primer espectador no podrá rocibir su cambio, 
y en ol último, so detendrá on la caja el tercer 
espectador. 

Para poqueños valores de m y k se puede resol- 
ver ol problema analizando directamente todos 
Jos casos posibles. Pero si m y k son relativamente 
grandes, по nos ayudará oste método. Es que 
el número de permutaciones diferentes que se 
pueden formar do т rublos y x monedas de 50 К. 
es igual, como во sabe, а 


Pm ЮДИ 


Por ejemplo, para m=ke=20, tendríamos quo 


220,20) e + 


1 El kopek es la centéstma parte del rablo (N. del Т.). 


que es un número mayor que los cien mil millo- 
nes. 

Deduzcamos la fórmula que expresa el número 
de las distribuciones buscadas a partir de m y k. 
Debemos, pues, hallar el número de permutacio- 
nes de m letras өт» у k letras «с», que poscan la 
iguiente propiedad: para todo r, 1 < r < m -+ 
+ k, el número de letras «сэ en los primeros r 
términos do la permutación по es menor que 
el de letras er» (dobe haber una cantidad no monor 
de monedas de 50 К. que do rublos, de otra forma 
la cola se detendrá). 

Está саго que раға quò se pueda resolver ol 
problema es necesario quo во cumpla la condi- 
ción т < k; de otro modo, la cola so detendrá 
obligatoriamonto: no alcanzarán las monedas do 
50 k. para dar el cambio a todos los poseedores 
de rublos. Por esto, partiromos de que 0 «© m < 
<k. Al igual que en algunos otros problemas 
combinatorios, aquí es más cómodo buscar el 
número do casos «no propicios», es decir, de 
casos en que la cola so detenga, Si hallamos 
este númoro, restándolo де la cantidad Р (m, В) 
= СдҮ* de todas-las permutaciones de m letras 
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аг y e letras «о», se obtiene la respuesta de 
nuestro problema. 

Ahora demostraremos el siguiento enunciado: 
el número de casos no propicios para las permu- 
taciones de т letras эт» y Ж letras «с» es igual 
‚ k+ 1)=з СЗ}, es decir, al número 
do todas las permutaciones de т — 4 letras «r» 
y k + 1 lotras «co, Esto so demuestra como sigue. 
Tomemos -cualquier pormutación desfavorable 
de m lotras ar» y-k letras «co. Supongamos que 
la cola ве rotieno en algún lugar. Entonces, 
antes do esto lugar habrá un número igual de 
lotras «ç> y «г» (todas Јаз monedas do 50 Е. so 
invortirán өп el cambio а los poseedores do ru- 
blos), у еп dicho lugar habrá una letra er»; de otro 
modo, la cola pasaría sin problemas por éste. 

De esta шайга, el número del lugar on el cual 
se detiene la cola tiene la forma 2s 1, habiendo 
antes que él s letras er» y s letras «сэ. Pongamos 
ahora delante de nuestra permutación una letra 
sc» (si la cola entra a protestar, diremos que 
esto so efectúa con el fin de aliviar el cambio de 
las monedas). Obtendremos una permutación 
де m letras «т» y k + 1 letras se», siondo «с» la 
primera Jetra do esta pormutación; entre las 
primores 2s+2 letras habrá igual número de 
letras «r» y «с» (había s letras эс» y е -+ 1 letras 
«т»; al agregar una letra «c» quedaron iguales 
cantidades). 

Ahora efectuaremos una operación que causará 


y ln alegría de los dueños de monedas 
en los primeros 2» + 2 lugares cambiaremos el 
billete de cada poseedor de un rublo por una de 
50 k., cambiando también cada una de 50 k. 
por un rublo. Por ojomplo, si la cola tuviera la 
forma 

corororrorrocrocr, 


so detendría en el lugar indicado mediante la 
Tetra er». Después do agregar delante una letra 
ж» y ofcctuar el cambio indicado, se obtiene 
una cola del tipo 


rrrororecrecccrecr. 


Como en los primeros 22 +2 lugares había 
igual cantidad de rublos y de monedas de 50 k., 
después dol cambio la cantidad total de monedas 
de cada tipo no cambiará, у obtendremos unà 
permutación do т letras «re y № -+ 1 lotras «co, 
estando ahora «г» en ol primer lugar. Do esto 
modo, homos hecho corresponder a cada sucesión 
«dosfavorablo» de m letras «t» y k letras «cp unà 
sucesión de m letras er» y le + 1 letras єс», quo 
comienza a partir de una letra ér». 

Demostfemos que de esta forma so puedo obto- 
пег cualquier sucesión de т letras ero y кА 
letras «с», que comience a partir de una ar; 
En ofecto, tomemos tal sucesión, Como so supone 
que m < k, on algún lugar el número de letras 
«е» y «тэ so igualará. Si so sustituyen, desde el 
principio hasta dicho lugar inclusive, todas las 
letras «co por er», y todas las sr» por ec» y s6 
climina la primera letra «c», obtondremos justa- 
mente una distribución desfavorable de rublos 
y monedas de 50 k. en la cola. Esta se detondrá 
precisamente en el lugar en que, en la sucesión 
dada, por primera vez so igualó la cantidad de 
letras «cs y ч». 

Hemos establocido así que el número de distri- 
buciones desfavorables de rublos y monedas de 50 К. 
en la cola es ezactamente igual а la cantidad de 
todas las permutaciones de т letras «т» у k+4 
letras sc», quo comienzan a partir de la letra эг». 
Si so climina la primera letra, se obtienen todas 
los permutaciones posibles de т — 1 Jotras «r> 
y k 1 letras «co. Y ol número de estas pormu- 
taciones es igual а 


Р(т—1, к+1)= СД}. 


Así, pues, el número de permutaciones desfar 
vorables es igual a CHH}. Como la cantidad de 
todas las permutaciones do т letras «r» y  lotras 
«с» es igual a Сү}, el número do las permutacio» 
nes favorables se expresa medianto la fórmula 
ат стн, 


mi omha 
cgt- e ao 
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En particular, si К = m, es decir, sí en la cola 
hay una cantidad igual de rublos y monedas 


de 50 k., esta in pasará on E СЁ casos y з 


EHI 
detendrá on рт a СФ casos. De esta manera, 


cuanto mayor sea №, monor será el procentajo 
do casos favorables. 

Nuestro problema queda totalmente resuelto. 
Ahora estudiaremos otro, muy próximo a éste. 
Precisamente, supongamos que el cajero era 
previsor y al principio había q monedas de 50 К. 
en la саја, ¿En cuántos casos pasará la cola гіп 
detenciones, st ésta contiene m poseedores de rublos 
y k poseedores de monedas de 50 К? 

Está claro quo si т << q. la cola pasará con 
soguridad зїп detenciones: las monedas de 50 К. 
que había en la caja al principio alcanzarán 
para todos los poseedores de rublos. Si, en cambio, 
es m > k-+ q, la cola so detendrá seguramente: 
el número total de monedas de 50 К. en la caja 
y en la cola no bastará рага dar el cambio a todos 
los poseedores de rublos. Por esto, nos podemos 
limitar a considerar el caso en quo 


#<т<к+4. 


Se puede considerar. ahora, quo g monedas 
de 50 k. surgieron en la caja a causa de que al 
principio de la cola se colocaron 4 personas 
nuevas, cada una соп una moneda de 50 К. Por 
ésto, ol problema so puedo onunciar como sigue: 

En la cola hay k-+ q personas con monedas 
de 80 к. у т con rublos; los primeros q lugares 
están ocupados por poseedores de monedas de 50 k. 
¿En cuántos casos nadie tendrá que esperar su 
cambio? 

Esto probloma so resuolve on forma totalmente 
análoga al caso particular { == 0, analizado más 
arriba. Buscaromos el número de casos desfa- 
vorables. En cada uno de éstos, habrá una deten- 
ción on la porsona delante do la cual haya una 
cantidad igual # do rublos y monedas de 50 k., 
у que tenga en sus manos un rublo, Coloquemos 
delante de la cola una persona más con una 
moneda de 50 k. y cambiomos a las primeras, 


2s + 2 porsonas los rublos por monedas do 50 k.. 
y viceversa. Obtendremos una permutación de 
т rublos y k + q + 1 monedas de 50 k., estando 
los primeros q + 1 lugares ocupados por rublos. 
Adomás, cualquier permutación de osto tipo 
so puede obtener de un solo modo de una dis- 
tribución desfavorable do rublos y monedas 
de 50 К, Pero los primeros g + 1 rublos pueden 
ser eliminados, y entonces ве obtienon todas las 
permutaciones posibles de т — д — 1 rublos 
y к+ 4+ 1 monedas йе 50 К. El número de 
estas permutaciones ев igual a Р (m — g — 1, k + 
+4+1)= суз, Homos demostrado que 
en muestro problema hay Cm3, pormutacionos 
no propicias. Como el número total do pormuta- 
ciones es igual a С}'**, la cantidad de las pro- 
Е во pia mediante la fórmula 
НЕА стій 


mogi 


an 


El método utilizado más arriba permite resol- 
ver muchos otros problemas. Por ejemplo, apli- 
cándolo es fácil obtener los siguientes resultados: 

Si m< k, el número de permutaciones de m 
letras «ro y k letras «cv tales que delante de cada 
letra (ezcepto la primera) haya mayor cantidad 
de letras «cr que de чт», es igual a 
a on, as) 
El razonamiento se ofoctúa igual а como lo 
hicimos más arriba, sólo que sin agregar al 
comienzo la letra ec». 

Esta fórmula es válida para т < К. Si fueso 
m= k, el númoro de permutaciones quo poseen 
la propiedad indicada sería igual a £ СТ, 
Esto puedo comprobarso de la siguiente manera, 
Cada permutación de esto tipo dobo comenzar 
a partir de la letra «с» y terminar con una er». 
Si se eliminan dichas lotras, se obtiene una per- 
mutación de А — í letras «т» y k— 1 «с». Es 
fácil apreciar que para esta permutación la cola 
pasará sin tropiezos. Rocíprocamento, do сайа 
permutación de k— 4 lotras «cs y k— 1 
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para la cual la cola paso sin retenciones, se 
obtiene otra que posta la propiedad necesaria, 
ві so agrega al comienzo una lotra «co y al final 
una sr». Poro ol número de permutaciones de 
le — 1 letras «co y Ж — 1 «r», para las cualos la 
cola pasa sin problomas, es justamente igual 


a рле. 


PROBLEMA DE LAS DOS FILAS 


En la combinatoria sucodo a menudo quo dos 
problemas, a primera vista muy distintos, s 
reducon uno al otro. Consideremos ol siguiente 
probloma: 

¿De cuántas maneras se pueden formar 2n perso- 
nas de distinta altura en dos filas de n personas 
cada una, de modo que en cada fila se hallen en 
orden de altura, y que cada persona de la primera 
fila sea mayor que la que se halla detrás de él en la 
segunda? 

Demostremos que la resolución de este problema 
so reduce al que ya resolvimos, sobre la cola 
de la caja. Ubiquemos a las personas en dos 
filas de la forma requerida, démoslo a cada uno 
do los que se hallan en la primera una moneda 
de 50 kopeks, y а cada uno do los de la segunda, 
un rublo, después de lo cual formómoslos cn 
orden de altura en una sola fila. Se obtendrá 
una cola de п poscedores de monodas de 50 К. 
y п poscodores de rublos. Do las condiciones del 
probloma se deduce que osta cola pasurá sin 
tropiezos. En efecto, supongamos quo alguien 
ocupa ol f-ósimo lugar de la segunda fila, Baton- 
cos, ontre los poseedores de rublos habrá sola- 
mento k — 1 mayores que ól. Y entro los posco- 
dores do monedas de 50 k., habrá por lo menos k 
personas más altas que él (el quo so halla delante 
de él y todos los que so hallan al lado derecho), 
Por esto, cuando legue a la caja, habrá allí por 
lo menos una moneda de 50 k., con lo cual su 
vuolto queda asegurado. 


Recíprocamonto, supongamos quo se fija alguna 
distribución de n personas con monedas de 50 К. 
у л personas con rublos, en la cual la cola: pasa 
sin detenciones. Sin perder generalidad, se puodo 
suponer que todas las 2n personas están ordonadas 
do acuerdo con su altura. Escojamos ahora 
a todos los poscodores do monedas de 50 К. 
y Pongámoslos on orden de altura on la primora 
а los poscedorés do rublos, on la segunda. 
Dejamos que el lector compruebe que la forma- 
ción obtenida satisfaco las condiciones del pro- 
blema. De aquí so deduco que hay tantas forma- 
ciones posibles como permutaciones propicias 


PIS 
do n letras «с» y n «ө, es decir, ¿Pp Сл. 


NUEVAS PROPIEDADES DE LAS 
COMBINACIONES ! 


Las fórmulas deducidas en los apartados ante- 
riores permiten establecer las propiedades ulto- 
riores del número de combinaciones С}! (véase 
la pág. 35). Para esto, dividamos on clases todas 
las permutaciones «no propicias» de m letras er» 
y k letras «co. Hemos visto que para estas por- 
mutaciones Ja cola se dotiono on el lugar con ol 
número 2s + 1, habiendo delante do él s letras 
«ro y s Totras «co; en ésto hay una lotra т», y la 
cola pasa, hasta esto lugar, sin dotonorso. Haga- 
mos pertenecer а la sésima clase todas las por- 
mutaciones no propicias, para las que tieno 
lugar la detención ou cl lugar 2s-+1. Está 
«Лаго que s puode adquirir los valores 0, 1, 2,.. 
sen mi, 

KHallemos cuántas pormutaciones figuran on la 
sésima claso. En los primeros 2s lugares puodo 
habor permutaciones propicias cualesquiera de 
а letras «тэ y s «c», puesto quo hasta ol lugar 
2% +1 la cola по so detuvo. Como vimos, el 
número de estas permutaciones ез igual а 


1 с 
зат C Ahora bien, en el lugar 2s+1 so 


Y Este apartado se puede omitir en la primera lectura. 
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halla la letra er», y después де ésta, cualquior 
permutación do las m — з — 1 lotras «r» y k — s 
lotras «c» restantes. El número de estas pormu- 
taciones es igual a P(m—=s—=1, Аз) = 
= Cithz2s=1, Do osto modo, en virtud de la 
regla del producto, el número de permutaciones 
сетови de la sésima closo es igual а 


стА-3-1, 
=н ты Стаі 

Como el número total de permutaciones desfavo- 
tables os igual a Cmt}, y ol de clases, а m—1, 


se йөр рага = la relación ССТ 4 
тосун стн. 


+ 4 cama „сез, (у 
Esta relación es un caso particular де la fór- 
au 


E a Pocas E о, 


e 
donde p< т <р + k (en el primer sumando 
C3’ se considera igual а сего). La fórmula (20) 
so demuestra igual que la (19), dividiendo en 
clases las permutaciones desfavorables de m letras 
ж» у кр letras өс», para los cuales hay р 
lotras «co al comienzo (véase la pág. 53). 

Pasemos ahora a las relaciones que se obtienen 
dividiendo on clases las permutaciones propetas, 
formadas рог k lotras эг» y Х ic». El número de 


estas permutaciones өз igual а ФА. Des- 


1 

є Ф 
pués de pasar toda la cola, еп la саја nuovamento 
no habrá ni una moneda de 50 k.: todas so habrán 
gastado on el cambio, Sin embargo, рага algunas 
permutaciones propicias surgirán también antes 
momentos on que en la caja no baya monedas 
de 50 k.; sólo ol hecho que ol siguiente espectador 
da una moneda de 50 k. salva la cola do una 
demora. Dividamos todas las permutaciones 
propicias en clases, haciondo portenecer a la 


sésima todas las pormutaciones en las quo la 
саја por primera vez se queda sin monedas de 
50 k. on ol 2sésimo lugar, $=1,2,..., k. 

Hallemos el número de permutaciones de la 
sésima сазо, Cada una do estas permutaciones 
se divido en dos partes. Las primeras 2s lotras 
forman una pormutación de s letras ec» y s «ro, 
tal que delante de cada una де sus lotras hay 
más «с» que er» (de по ses así, el emparojamiento 
habría tenido lugar por primera vez no en el 
2sósimo lugar, sino antes). Homos visto que el 
número de estas permutacionos es igual a С? 
(véase la pág. 55). Después Че vender los pri- 
meros 2s billetes, по habrá monedas de 50 К. 
en la caja. Por esto, para que la cola so sucede 
sin detenciones, las últimas k— ғ letras ér» 
y k— s «с» deben formar una permutación pro- 
picia. Pero el número do tales pormutaciones es 
igual a mpata" (véase la pág. 53). 
En virtud de la regla del producto, obtenemos 
que en la clase habrá 

1 

SED 
permutaciones, Y como el número total de por- 
mutaciones propicias es igual a CP”, se ob- 
tione la identidad 

h 


la fórmula (24) adquiero la siguionta forma : 
ТОТ а TT hat e ТАТО Т. (22) 

Otra relación ontro los númoros Cp, во óbtieno 
como sigue. Fijemos un número l, 1<1<m, 
y dividamos el conjunto de todas las permuta- 
ciones propicias on clases, haciendo pertenecer 
a la sésima todas las permutaciones que con- 
tienen entre sus primoros 1 elementos exacta- 
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monto з lotras «r». Entonces, el número de letras 
scs ontro los primeros } elementos será igual 
a 1— е. Como debe haber no menos lotras «e» 
que letras атэ, s satisfará las desigualdades 
0<% 1. 

Hallomos el número do permutaciones de la 
sésima olaso, Cada permutación de esto tipo so 
divido en dos partes: una la forman las primeras 
1 letras, y Ja otra, las últimas k + m — 1. En Ja 
primera parto figuran 1 — + letras «с» y s letras 
аа», Además, como toda la permutación ев pro- 
picia, también su parto formada por las prime- 
ros 1 lotras sorá propicia. Y de 1— s letras «o» 
y ғ en so pueden formar Кое Сі pormu- 
taciones de esto tipo. 

Después de que paso la primera parte de la 
pormutación, ов la coja habrá 1— 2s monedas 
de 50 k. La segunda parte está formada por 
14а letras acs у m—s letras ер. El 
número de permutaciones еп las cuales esta 
parte de la cola pasa sin detenciones se calcula 
mediante la fórmula (17) de la pág. 54, en la 
cual hay quo sustituir q por 1 — 2s, т por m — s 
y k por k — l + s. De esta fórmula so desprende 


quo la segunda parto do la permutación se puedo 
escoger de СОФА! — Сук апган, En vir 
tud de la regla del producto, obtenemos quo e) 
а-бзіша clase ве 


ade 
Como el númoro total A permutaciones propi- 
cias do k lotras ec» у m lotros «rs ев igual 


a 56 OZH, в Mega а la idontidad! 

(2) 8 
+1 рст 

2 т ent, 
EME omha, 
EFI 

(Aquí Ср se considera igual a coro para p < 0.) 
El lector puedo deducir sin dificultad relaciones 
análogas, estableciendo unos u otros métodos 
de separación de las permutaciones en clases. 


(23) 


* E (E) designa la parto entera del número -7 


CAPITULO IV 


СОМВІМАТОВЗА ЮЕ LAS PARTICIONES 


En los problemas sobro arreglos, pormutaciones 
y combinaciones do elementos dados, so formaban 
distintas disposiciones, y contábamos cuántas 
so obtenían bajo unas u otras limitaciones. El 
destino de los elementos que quedaban después 
de elegir las disposiciones casi no nos intoresaba, 
Otra forma tienon los problemas que analizaro- 
mos ahora. En éstos, los olomentos so dividon 
en dos o más grupos, y doben hallarse todas las 
formas de tal partición, 

Aquí pueden encontrarse distintos casos. A vo- 
ces, juega un papel fundamental el orden de los 
elementos en los grupos: por ejemplo, cuando el 
soñalero cuelga bandorines de soñal en varios 
mástiles, a ésto lo interesa no sólo en qué mástil 
quede uno u otro bandorín, sino también en qué 
orden so cuelgan éstos. En otros casos, el orden 
de los elomentos en los grupos no tiene impor- 
tancia alguna. Cuando el jugador de dominó 
escogo las fichas del montón, le es indiferente 
en qué orden le llegarán, y le importa sólo el 
resultado definitivo, 

Los problemas so diferencian también en si 
tiene o no importancia el ordon de los propios 
grupos. En el dominó, los jugadores están son- 
tados en un orden determinado, o intoresa no 
sólo cómo fueron divididas las fichas, sino tam- 
bién a quién lo tocaron qué fichas, Si yo distri- 
buyo Jotografías on sobres iguales para mandárso- 
las a mi amigo, ев esencial cómo se distribuyen 
las fotos en Jos sobres, pero el orden do los pro- 
pios. sobros es totalmente indiferente: on el 
correo los mezclarán de todos modos. 

También os do importancia ol hocho de si dife- 
ronciamos o no entre sí a los propios elementos, 
así como tambión si diforenciamos o no entre 
sí а los grupos en que se dividen los clemontos. 
Por último, en algunos problemas ciertos grupos 
pueden rosultar vacíos, es decir, puedon no con- 
tener ningún elemento, y en otros problemas 
estos grupos по so admiten. En correspondencia 
con todo lo expuesto, surgo toda una serio de 
diferontes problemas combinatorios sobre parti- 
clones, 


EL JUEGO DEL DOMINO 


En el dominó 4 jugadores dividen en partes 
iguales 28 fichas. ¿De cuántas formas pueden 
hacerlo? 

La división de fichas so puedo efectuar como 
sigue. Primoro, dispongamos de alguna forma 
las 28 fichas en fila, Después, el primor jugador 
toma las primeras 7 fichas, el segundo las 7 si- 
guientes, ol tercero, las 7 que lo siguen, y el 
cuarto se queda con ol resto. Está claro que do 
esto modo so puedon obtenor todas las posibles 
divisiones do las fichas, 

Como el número do todas las permutaciones 
posibles de 28 olomentos es igual а 281, podría 
parecor que el número total de todas las formas 
de reparto es igual a 28! Poro esto ез incorrecto, 
ya que al primer jugador le es totalmente indi- 
ferente qué tomar ргішого: la ficha 6:6 о la 
3:4; le interesa sólo el resultado definitivo. 
Por esto, cualquier permutación de las primeras- 
7 fichas no cambia la csencia de la cuestión, 
Tampoco la cambia cualquior permutación de 
las segundas Т, ni de las 7 siguientes, пі do |: 
últimas 7. En virtud de la гоа del producto, 
se obtienen (7!) pormutaciones de fichas que 
no cambian ol resultado dol reparto, 

Así, pues, los 28! permutaciones se dividon en 
grupos que contienen (7!* permutaciones cada 
uno, y las de cada grupo conducen а una misma 
distribución de fichas. De aquí so doduco quo el 
número de formas do distribuir las fichas os 


al a 281, . Еме número es aproximadamente 
цак а ту 


igual а 4,7-10", 

El mismo resultado se puedo obtener do otro 
modo. El primor jugador dobe escogor 7 fichas 
de entre 28. Como el orden de estas fichas es 
indiferente, tione C? variantes de elocción. 
Después de osto, el segundo jugador dobo escoger 
7 fichas de entre las 21 restantes, Ésto se puede 
efectuar de СФ! maneras. El torcer jugador escoge 
de entre 14 fichas, por lo cual dispone de С! 
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posibilidades do elección. Por último, al cuarto 

jugador lo quedan С?, es decir, una sola elección. 
Según la regla del producto, obtenomos que el 

número total do posibilidades es igual a 


ai 20 AL 
EU 


En forma totalmente аз 


сүсүбүсү=. 


loga ве demuestra 


que on el juego de la «préfórence», en que 32 cartas 
so dividen entro tros jugadores, dando 10 a cada 
uno y dejando dos en el montón, ol número do 
repartos diferentes es igual a 


Es posible quo el lector se pregunte si vale la 
pena gastar el tiempo en el estudio de los juegos 
do naipes. Aquí nos permitiremos recordar que 
precisamente el cstudio de los juegos de azar 
sirvió de estímulo para ol desarrollo inicial de 
la combinatoria y de la teoría de las probabili- 
dades. Matemáticos eminentes, como Pascal, 
Bernoulli, Euler, Chébishey, pulían las ideas 
y los métodos de la combinatoria y la teoría 
de las probabilidades en los problemas sobro 
los juegos a cara о cruz, a los dados y a los nai- 
рез. Muchas ideas de la teoría do los juegos 
(disciplina matemática que so aplica amplia- 
mento en la economía y la cioncia militar) cris- 
talizaron por primera vez en el estudio do los 
modolos más sencillos do los juegos de naipes. 


LA DISTRIBUCION EN CAJONES 


Los problemas del dominó y de la «próféronce» 
регіопесеп a los problemas combinatorios sobre 
la distribución de objetos en cajones, cuyo plan- 
soamiento gonoral os ol siguiente: 

Se dan n objetos diferentes y k cajones. Hay que 
colocar m objetos en el primer cajón, na en el segun- 
do, . . ., ту еп ol k-ésimo, siendo m + ла + 
used лу п, ¿De cuéntas maneras se puede 
efectuar dicha distribución? 


En ol problema del dominó cl papel de cajones 
lo desempeñaban los jugadores, siendo las fichas 
los objetos. Razonando análogamonte a como lo 
hicimos en este problema, obtenemos la respuesta 
өп el caso general: ol número de distribuciones 
diferentes en cajones ès igual a 


P (m ть EEIE 


ym) ч) 


Esta fórmula la obtuvimos antos, al rosolvor 
el siguiente problema, а primora vista nada 
semejante: 

Se dan objetos de k tipos diferentes. ¿Cuántas 
permutaciones distintas se pueden formar de m 
objetos del primer tipo, n, del segundo, . 
ny del К-то? 

Aquí también la respuosta so expresaba me- 
diante la fórmula 


at 


Р (т, ny a па) 


CIO 


donde n= n + nz ... + пу (убаво la pág 28). 
Para establecer el nexo entre estos problem 
mumeremos todos los п lugares que puodon ocu- 
раг nuestros objetos. A cada permutación lo co- 
rrespondo una distribución de los números de los 
lugares en X clases, En la primera clase quedan 
los números de los lugares en los que se hallan 
objetos del primer tipo; on la segunda, los de 
los lugares do los objetos del segundo tipo, eto. 
Con esto se establece una correspondencia entro 
las permutaciones con repetición y la distribu- 
ción de númoros de lugares en «cajones». Queda 
ahora claro que las fórmulas do solución de ambos 
problemas deben coincidir. 


EL НАМО DE FLORES 


En el problema sobre lu distribución do ole- 
mentos оп cajones suponíamos conocida la сап- 
tidad de objetos que quedaban еп cada cajón 
(por ejemplo, el número de fichas que debía 
tomar cada jugador). En la mayoría do los pro- 
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blomas sobre distribuciones de objetos, estas 
cantidades по so indican. 

Dos niños recogieron 10 margaritas, 15 claveles 
y 14 nomeolvides. ¿De cuántas maneras pueden 
dividir estas flores? 

Está claro que las margaritas so pueden divi- 
dir de 11 manoras: el primero puede no tomar nin- 
guna, tomar 1, 2, . .., todas las 10. De igual 
forma, los claveles so pueden dividir de 46 ma- 
noras, y los nomeolvides, de 15. Como las flores 
do cada tipo puedon distribuirso indopondiento- 
monte do las de los otros tipos, on virtud de la 
regla del producto so obtienen 11-16.15 = 
= 2640 formas de distribuir las flores. 

So sobreentiende que entro estas formas las hay 
extremadamente injustas, on las cuales, por ejem- 
plo, uno do los niños se queda sin flores. Intro- 
duzcamos, por esto, la limitación de quo cada 
niño debo recibir no monos de 3 flores de cada 
tipo. Entonces las margaritas se pueden distri- 
buir sólo de cinco formas: el primer niño puede 
quedarse con 3, 4, 5, 6 ó 7 floros. De igual forma, 
los claveles se pueden dividir de 10 maneras, 
y los nomeolvides, do 9. En esto caso, el número 
total de modos de distribución es igual a 5.10.9 = 
= 450, 

En general, si so dispono de n; objetos de un 
tipo, m de otro. пу del k-ésimo, so los 
puede distribuir entro dos porsonas de 


(па) (па)... (пач) (2) 
maneras. En particular, si todos los objotos 
so diferoncian entre sí y su número es igual a k, 
sorá m= m= ... = ла = t, habiendo, por 
ondo, 2" formas de distribución, 

Si so agrega la limitación complementaria do 
que cada participanto de la distribución debo 
obtoner no menos de з; objotos del primer tipo, 
ss del segundo, . . ., sx del k-ésimo, el número 
де modos do división so expresa por la fórmula 


(m—25 44) (п. — 29:1)... (m—2 +1). (3) 


Dejamos que el lector demuestro estas afirma- 
ciones. 


PROBLEMA SOBRE EL NUMERO 
DE DIVISORES 


La fórmula (2) quo dodujimos permito resolver 
el siguiente problema do Ja teoría de los números: 

Hallar cuántos divisores tiene el número natu- 
ral N. Para resolverlo, descompongamos У en 
dactoros primos: N= pm рї... ру, siendo 
Pas <. Ph números primos diferentes. Por 
ejomplo, 360= 22.37.5. Al desarrollar al nú- 
mero N en dos factores, N = АУ, los factores 
simples so distribuyen entre M, y Na. Si on М, 
ol factor ру figura ту veces, f= 1,..., da 
ol desarrollo tondrá la forma 

м"). 


N= oa PRO (р "э... р 


De este modo, el desarrollo de № en dos factores 
se reduce а dividir n, elementos del primor tipo, 
mz dol segundo, ..., ny del k-ésimo, en dos 
partes. Y la fórmula (2) demuestra que esto so 
puede efectuar de (m 4 1)... (Mm +1) ma 
noras. Por consiguiente, el número do divisorog 
del número natural N= pp... ру es igual 
a (mot)... (m +4). Este número so de- 
signa medianto = (№). 


LA RECOLECCION DE MANZANAS 


Tres niños juntaron 40 mansanas del árbol. 
¿De cuántas maneras pueden dividirlas, si todas 
las manzanas se consideran igual 
sólo поз interesa cuántas man 
cada uno, y no cuáles manzanas lo tocan)? 

Para resolvor este problema procedamos conio 
sigue: agreguemos a las manzanas recolectadas 
2 poras iguales, y después pormutemos de todas 
las formas posibles 40 manzanas y 2 poras. 80- 
gún la fórmula do las permutaciones. con repo- 
tición, el número de estas permutaciones es 
igual a 

421 


PO, = jay 801. 
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Pero a cada permutación lo córrespondo su for- 
Фа de distribución de las manzanas, Al primer 
niño lo daremos todas las manzanas, desdo la 
la primera hasta la primera pera; al segundo, 
todas las que quedan ontro la primera y la se- 
gunda pora; al tercoro, todas las que quedan des- 
pués de la sogunda pera. Está claro que en nues- 
tro caso a diferentes permutaciones les corres- 
ponden distintas formas de reparto. Así, pues, 
ol número total de maneras do roparto es igual 
а 861, Aquí puedo suceder quo a un participante 
(o inclusive а dos do ollos) del reparto no le 
toque nada. Por ejemplo, si una de las peras queda 
al principio en cierta pormutación, so quoda 
sin manzanas ol primer niño; si queda al final, 
será ol tercoro el que no las obtenga. Si ambas 
peras resultan estar una al lado de la otra, el 
segundo no obtondrá nada, Dejamos que el lector 
analice lo que sucedo si ambas peras quedan al 
principio o al final. 

En forma totalmente análoga so demuestra 
que п objetos iguales se pueden distribuir entre k 
personas de 


Pin, 1) =C 5H pta 10) 
maneras. 

Supongamos ahora que para mayor equitati- 
vidad en el reparto se convino que cada partici- 


pante debe obtener por lo monos r objetos. En 
esto caso, hay que comonzar por dar a cada uno 7 
objetos. Después, quedarán п — kr objotos que 
puodon ya 


distribuidos arbitrariamente. 
efectuar, como vimos, de 
==" formas. 

En particular, st cada uno de los k participan- 
tes debe obtener no menos de un objeto, el problema 
se resuelve de САТА modos. 

El último resultado so puede deducir tam- 
bión por otro método, Dispongamos los n ob- 
jotos dados en fila, Entonces, entro ellos habrá 
т — 1 intervalos. Si en cualesquiera к — 1 йе 
estos intervalos se ponen tabiques do ворага- 
ción, todos los objetos se dividirán en Е partes 
то vacías. Después de esto, la primera parte вә 


transmite a la primera persona, la sogunda а la 
segunda, ete. Como & — 1 tabiques ве pueden 
colocar en й — 1 intervalos de CR} manoras, 
el númoro до formas do distribución será igual 
a С. 


LA RECOLECCIÓN DE HONGOS 


Si se reparten objetos do. distintos tipos, hay 
quo hallar el número de formas de reparto para 
cada tipo y multiplicar los números obtenidos. 
Resolvamos, por ejemplo, el siguiento problema: 

¿De cuántas maneras se pueden repartir 10 hongos 
blancos, 15 setas y 8 trufas entre 4 niños? 

Aplicando los resultados del apartado ante- 
rior, se obtieno la respuesta en la forma 
CPCYCY=41 774 040. 

Si, en cumbio, cada uno dobe recibir por lo menos 
un hongo de cada tipo, la respuesta será 
CECYC¿=4 070 460. ii 

En el caso en que so dividen n objetos dife- 
rentes entre k personas sin limitaciones, cada 
objeto puede ser entregado de k formas {dán- 
doselo a uno de los participantes del reparto). 
Por esto, el número de soluciones será igual a 4”, 

Por ejemplo, 8 pasteles distintos se pueden 
distribuir entre 5 personas de 5%= 390 625 ma- 
noras, 


EL ENVIO DE LAS FOTOGRAFIAS 


Yo qutero enviar а mi amigo 8 fotos distintas, 
¿De cuántas maneras puedo hacerlo, utilizando 5 
sobres diferentes? 

Este problema es similar al que resolvimos al 
final del apartado anterior. Por esto, parecería 
ser que la respuesta es 5% ез 390 625. Sin embargo, 
no епо sentido enviar sobres vacíos, por lo cual 
so impone una mueva limitación: ningún sobre 
debe sor vacío. Para toner en cuenta esta limi- 
tación, utilicemos la fórmula do inclusiones y ex- 
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elusiones (la respuesta СТ es incorrecta, ya 
quo las fotografías son distintas). 

Hallemos primeramento en cuántis formes do 
distribución r sobres dados resultan vacíos (y los 
domás pueden tanto ser vacíos como contener 
fotos). En este caso, las fotografías se colocan 
sin limitaciones on 5—r sobres y, en virtud de lo 
demostrado más arriba, el número do estas dis- 
tribuciones ез igual a (5 — r), 

Pero r sobros so pueden escogor, de ontre 5, 
de C} maneras. De aquí so deduce, aplicando la 
fórmula do inclusiones y exclusiones, quo el nú- 
шого de distribuciones cu las que ningún sobre 
queda vacío es igual a 
59—CI-40-4 C3-38—C4-284Cj-19=126020. 

En forma totalmente análoga se demuestra 
que si se envían n fotografías distintas en k sobres 
diferentes, sin que ningún sobre sea vacío, el 
número de formas do distribución se expresa 
mediante la fórmula 
kn— O} a Oh (6—0)... 

o үм», (5) 

Proponemos al lector resolver el siguiento 
problema; 

Se dan m objetos del primer tipo, т del segun- 
do, ..., ny del sésimo. ¿De cuántas maneras se 
los puede repartir entre k personas de modo que 
cada una obtenga por lo menos un objeto? 

La respuosta es la siguiente: 
opi... се 
GN 
POE. Epa 

mc. (6) 

Por ejemplo, sí se reparten 8 manzanas, 10 
poras у 7 pacanjas entro 4 niños y cada uno 
dobo. rocibir por lo menos una fruta, el reparto 
ез posible do 
сусрср—сїсүсүсү+сїсїсүсү—сї<= 
5404800 
maneras. 


DANDERAS EN LOS MASTILES 


Hasta ahora no teníamos en cuenta el orden 
en quo están distribuidos los clementos do uno 
parte dada. En algunos problemas este ordon 
debe sor tomado en considoración. 

Se tienen n banderines de señales distintos y k 
mástiles, en los cuales éstos se cuelgan. El sentido 
de la señal depende del orden еп que están colga- 
dos los banderines. ¿De cuántas maneras se los 
puede colgar, si deben ser utilizados todos ellos, 
pero algunos mástiles pueden resultar vacíos? 

Cada modo de colgar los banderines so puedo 
efectuar en dos etapas, En la primera, intercam- 
biamos de todas las formas posibles los п ban- 
dorines dados. Esto se puedo efectuar de nl ma- 
noras. Después, tomemos una de las formas de 
distribución de n banderines iguales en k másti- 
les (recordemos que el número de estas formas 


es igual a C42} 1). Supongamos que esta forma 


consiste en quo en el primer mástil debon colgar- 
se m banderinès, on el segundo, л... on 
el krésimo, ny, siendo m + ns +.. + np = mo 
Entonces tomamos los primeros n; bandorines 
de la pormutación dada y los colgamos, en el 
осдеп obtenido, en el primer mástil; los siguien- 
tes nz bandorines son colgados en el segundo, 
eto. Está claro que, utilizando todas las pormu- 
taciones de n banderines y todas las formas de 
distribución де л banderines iguales on № másti- 
les, obtenemos todas las maneras de resolver el 
problema planteado, En virtud do la regla del 
producto, so obtiene quo cl número de modos 
de colgar los bandorínes es igual a 


MDI guta 
е тшш. AA M 


En general, st se tienen n objetos distintos, el 
número de formas de distribuirlos en le cajones die 
ferentes, teniendo en cuenta el orden de su dispost- 
ción en los cajones, es igual a API, 

El mismo resultado puode Ser obtenido por 
otro camino. Agreguemos a los п objetos distri- 


піс. 
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huidos & — 1 esteras iguales y consideremos todas 
las permutaciones posibles do los n- k— 1 
objetos obtenidos. Cada una do estas pormuta- 
clones determina una de las formas de distri- 
bución. Precisamento, en el primer cajón se 
colocan todos los objetos que van hasta la ргі- 
iora osfora agregada (si el primer objeto de la 
pormutación es una de las esferas agregadas, el 
primor cajón quedará vacío). Después, оп el 
sogundo cajón ве colocan todos los objetos que 
quedaron entro la primera y la segunda esfo- 
ra, » +. en el késimo, todos los que van des- 
pués de la (k — 1)-бвіта esfera. Está claro que 
entonces so obtienen todas las distribuciones de 
objetos que poseen las propiedades indicadas. 
Pero el número de permutaciones de n objetos 
distintos y k — 4 esleras iguales es 


Pl, 1, u 1, 80) 
S 


n veces 
=a, 


Análogamente se resuelve cl problema en el 
caso on que en cada mástil debe hallarso por lo 
menos un banderín (o, lo que es lo mismo, en 
cada cajón debe haber por lo menos un objeto). 
Medianto la fórmula deducida en la pág. 61, 
obtenemos que en esto caso disponemos do 
n! ОЙТ} formas do distribución. Este resultado 
tambión puodo ser obtenido medianto la elec- 
ción de los puntos de separación entro n — 1 
intervalos. 


NUMERO TOTAL DE SEÑALES 


Hasta ahora homos considerado quo todos los 
banderines debían ser utilizados para transmitir 
una señal. Pero puedo haber soñales para cuya 
transmisión se utiliza solamente una parte de 
los banderines, admitiéndoso también mástiles 
vacíos. Hallemos el número total de señales que 


pueden ser transmitidas mediante n banderines de 
señales, colgados en k mástiles. 

Dividamos estas señales on clases, según ol 
número de banderines quo participon en ellas. 

En virtud de la fórmula (7), medianto s ban- 
derines dados so puedon transmitir ASH! se 
ñales (el número de mástiles os igual a 4). Pero є 
benderines pueden ser escogidos do entro л de 
С? maneras, Por esto, el múmoro do todas las 
señales de la s-ósima claso es igual а CPAgHA, 
En consecuoncia, el número total de señales so 
а fórmula 


CAI Cra CAR +... H CRART 1, (8) 
Por ejemplo, mediante 6 bauderines distintos en 
3 mástiles se pueden transmitir 

1+CRA} CHAL HCA + CMA] HORAL 

+0444 =42079 

señales. 

Si no so admite que algunos mástilos estén 
vacios, en lugar do la fórmula (8) obtenemos 
RATIH Chy Cka (++ 

E HOROR in (9 


maneras, 


DIFERENTES ESTADISTICAS 


Los problemas sobro la distribución de ele- 
mentos en cajones son de gran importancia para 
la física estadística. Esta cioncia estudia cómo 
se distribuyon, según sus propiedades, las parti- 
culas físicas; por ejemplo, qué parte de las mo- 
léculas do un gas dado tiono, a una temporatura 
dada, una u otra velocidad. En estos casos, el 
conjunto de todos los estados posibles se distri- 
huye en un gran número k de pequeñas cold: 
(estados do fase), de forma que cada una de 1 
partículas queda en una de las celdas. 

El problema sobre a qué estadística so someten 
unas u otras partículas dependo del tipo de éstas. 


64 


En la física estadística clásica, creada por Max- 
well y Boltzmann, las partículas so consideran 
diforonciables entre sí. A dicha estadística se so- 
moten, por ejemplo, las moléculas de un gas. 
Ya sabemos que n partículas diferentos so 
puodon distribuir en k coldas do А" maneras. Si 
todas ostas А" maneras tienen igual probabilidad, 
para una onergía dada, se habla do la estadística 
de Mazwell-Boltzmann. 

Rosultó sor quo a esta estadística so someten 
во todos los objetos físicos. Los fotones, los 
núcleos atómicos y los átomos con número par 
de particulas olomentales se someten a otra esta- 
dística, desarrollada por Einstein y por el cien- 
tífico indio Boso. En la estadística de Bose-Eins- 
tein, las partículas se consideran indistingui- 
bles entro sí. Por esto, intoresa sólo cuántas par- 
tículas quedaron en una u otra celda, y по qué 
partículas han quedado allí. Esto probloma es 
similar al del reparto de las manzanas (véase 
la pag. 61). Ya sabemos que con este plantea- 
miento se obtienen СЕКТ! жш Са distintas 
maneras de distribución. En la estadística de Bose- 
Einstein todas estas formas se consideran igual- 
mente probables, 

Sin embargo, para muchas partículas, por 
ejemplo, tales como los electrones, protones y 
neutrones, tampoco sirvo la estadística de Bose- 
Einstoin. Para éstas puedo haber en cada celda 
no más de una partícula, y distintas distribucio- 
nos quo satisfagan la condición indicada poseen 
igual probabilidad. En esto сазо, puedo haber СА 
distribuciones. diferentes, Esta estadística зе 
denomina estadística de Dirac=Permb. 


PARTICIONES DE NUMEROS 


En la mayoría do.los problemas considerados 
más arriba, los objetos que debían sor distri- 
buidos oran diforontes. Pasomos ahora а pro- 
blemas en que todos los objetos distribuidos son 
totalmento igualos. En esto caso, ве puedo decir 
no que so dividen objetos, sino que so dividen 


los números naturales en sumandos (los cualos, 
claro está, tambión deben sor números naturalos). 

Aquí surgen muchos problemas distintos, En 
unos, se tiene en cuenta el orden de los samandos, 
y on otros, no. So pueden considerar sólo las 
particiones on un número par de sumandos, o nada 
más que en un número impar de éstos, en dife- 
rentes sumandos, о en una cantidad arbitraria 
de ellos, etc. El método fundamental de reso- 
lución de los problemas sobro la partición оз la 
reducción a problemas sobre la partición do 
números menores, o sobre la partición өп menor 
número de sumandos. 


EL ENVIO DE LA ENCOMIENDA 


Por el envio de una encomienda hay que pagar 
18 Корекз. De cuántas formas se la puede pagar 
con estampillas de valor de 4, 6 y 10 k., sl dos 
formas que se diferencien en el orden de las estam- 
pillas se consideran diferentes”. 

Sea f (№) el número de maneras con que ве pue- 
den pegar estampillas de 4, 6 y 10 К. do forma 
que el costo total de ellas sea igual a N. Entonces, 
para f (N) es válida la siguiente relación: 


TN 8) + HN—0)41(N—10), uo 


En efecto, sea dada alguna forma do pegar las 
estampillas de costo total N y supongamos qu 
la última estampilla pegada tenía un valor de 
4 k. Entonces, todas las estampillas restantes 
cuestan N — ák. Recíprocamente, agregando а 
cualquier agrupación de estampillas de costo 
total N — 4 k., una de 4 k., se obtiene una-agru- 
pación de estampillas, de costo N k. Adomás, do 
distintas agrupaciones de costo N— 4 k. в 
obtionen diferentes agrupaciones de costo W К. 
Así, pues, el número de agrupaciones buscadas 
on que la última estampilla pegada era de costo 
4 k., igual a f (N — 4. 


* La reserva de estampillas do distinto valor во con 
sidera ilimitada. 
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Análogamente so demuestra que el número 
de agrupaciones quo terminan en una estampilla 
do seis kopeks os igual a / (У — 6), y las quo lo 
hacon en una do diez, a f (У — 10). Como cual- 
quier agrupación termina en una estampilla 
de uno do los tipos indicados, en virtud do la 
tegla de la suma so obtieno la rolación (10). 

La fórmula (10) nos permito reducir ol problema 
de pegar estampillas que sumen N К. a problemas 
do pogar estampillas que sumon menos. Pero para 
pequeños valores de А esto probloma so rosuelvo 
con facilidad directamonto. Un cálculo sencillo 
demuestra que 


10) =1, f (1) =f (2)=4 (3) =0, Р) =, F(5)=0, 
1(6)=1, /(Ту==0, (8) = 1, 709) =0. 


La igualdad f (0) = 1 significa quo la suma de 
0k. se puedo pagar sólo de una forma: no pegando 
ninguna estampilla. Las sumas de 1, 2, 3, 5, 7 
y 9 К. no pueden ser obtenidas de ningún modo 
modianto estampillas de 4, 6 y 10 k. Utilizando 
los valores f (N) para № = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9, es fácil hallar $ (10):. 


1 (10) = (0) +F (4) +F (0) =3. 
Después do esto hallamos 


ПЯ) =) 9) +70) =0, 
IAD =1(D41(0)41(2) 


ote, Por último, obtenemos el valor /(18)=3, 
Do oste modo, las estampillas pueden sor pega- 
das do ocho formas. Estas son las siguiontos: 


40, 4, 4; 4, 40, 4; 4, 4, 10; 6, 4,4, 4; 4, 6, 4, 4; 
4, 4, 6,4; 4, 4, 4, 6; 0, 6,6. 


Obsérvese quo los valores de f (№) para У = 
= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 so podrían habor obte- 
nido do otro modo, sin efoctuar la verificación 
directa. Resulta que para У < 0 so tiono f (N) = 

0, ya quo os imposible pagar una suma nega- 
tiva, pogando una cantidad no negativa do estam- 
pillas, Al mismo tiempo, como hemos visto, es 
51104 


10) = 1. Por esto, 
1Ч@=1(—3)+1(—5)+/(—%)=0. 

Do igual forma obtenemos los valores f(2)=0, 
1(8)=0. Y рага N=4, obtenemos 

1@=! 0419 +1 (—8)=1. 


PROBLEMA GENERAL SOBRE EL, 
PEGADO DE LAS ESTAMPILLAS 


El problema analizado ез un caso particular 
dol siguiente probloma general: 

Se dispone de estampillas de valores de m, та, ... 

+++ My Корек. De cuántas maneras se puede 
pagar con ellas una suma de N kopeks, st dos formas 
que se diferencien en el orden se consideran distintas? 

En este caso, el número / (N) de formas satis- 
face la relación 
LONA NA 

E —у). (и) 
Aquí es }(Му= 0 ж N <0, у у (0) = 1. Me- 
diante la rolación (11), зе puedo hallar / (N) 
para todo N, calculando sucesivamente f (1), 
1D, IW = 0. 

Consideremos un caso particular de este pro- 
blema, cuando m= 1, n= 2, +. ., л, = k, Ob- 
tenemos todas las divisiones posibles dol número 
N en los sumandos 1, 2,..., k, y las divisiones 
quo so diferencian en ol orden de los sumandos se 
consideran diforontes, Designomos el número 
do estas divisiones medianto q (к; Л), Do la 
fórmula (10) se deduco que 


Ple М) (k; N—4) +0 (k; 2)... 
sto Nk). 


(12) 
Además, se tieno quo 
Piki =i y p(k; N)=0 si NLO 


modos tos meros n, 
МИКУ; 1 primer h 

* Aquí y en lo sucesivo indicaremos en el primer г 
et número’ de sumandos, en el segundoen el nimero dee 
se divide, y envel último, lzftacióne sóbre la magnitud 
fo los sumados 


+: ny son diferentes, 
mitada. 
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El cálculo de p(k; N) se puedo simplificar, 
si зо observa quo 
ФЕ №10) = N— 2... 
cop (e МЮ (hs 0—1), 


por lo cual 
q N)=29 (k; N—1)—p (k; N—k=4). (19) 


Está claro que los sumandos mo pueden ser 
mayores que N. Por esto, p (№, N) es igual al 
número de todas las particiones de У en sumandos 
naturales (incluyendo también la «partición» 
N = М). Si el número de sumandos es igual a s, 
obtonemos Сү! particiones (véase la pág. 61). 
Por esto, 


ФОМ, Му СУ СЬ... 0120-1, 


“Así pues, hemos demostrado que el número na- 
tural N puedo ser dividido en sumandos de 2—1 
formas. Recuérdese que aquí se tiene en cuenta 
el orden de los sumandos. 

Por ejemplo, el número 5 se puede dividir en 
sumandos de 25-1= 16 manoras: 


5=5 у= З 5= 14242 
бт А0 5= 181 5 2414-11. 
146 5=14143 5 = 124444 
= 2+8 5= 240291 5= 14121 
5=34+2 5 24142 5 == 141412 


5 = А. 


PROBLEMAS COMBINATORIOS DE LA 
TEORIA DE LA INFORMACION 


Un problema similar al que acabamos de re- 
solver so encuentra еп la teoría de la información. 
Supongamos que una información se transmito 
miedianto señales de varios tipos. La duración 
de la transmisión de una señal del primer tipo 
es igual а 1, del segundo, a ta, .. ., dol A-ósimo 
a tp unidades de tiempo. ¿Cuántas informaciones 
distintas pueden transmitirse mediante estas ses 
ñales en T unidades de tiempo? Aquí se tienen 


en cuenta solamento las informaciones «máxi 
mas, es decir, aquellas en las cuales no so puedo 
añadir ninguna señal sin salirse del tiempo de- 
signado para la transmisión, 

Dosignemos el númoro de informaciones que 
se pueden transmitir durante un tiempo 7 me- 
diante / (Т). Razonando en forma totalmente 
análoga al problema sobro las estampillas, se 
obtiene que 7 (Т) satisfaco а la relación 


O A 


Aquí nuovamente sorá / (7) = 0, si 7<0, y 
10=1. 


(14) 


PROBLEMA DEL ASPIRANTE 


Un aspirante a ingresar en un centro de ense- 
ñanza superior debe rendir 4 exámenes. Esto su 
pone que para Ingresar será suflclente reunir 17 pun- 
tos. ¿De cuántas maneras puede rendir los ezá- 
menes para ingresar con seguridad al centro? 

Esto problema es similar al de las estampillas, 
pero se diferencia do éste en que se indica la 
cantidad do sestampillas» con las que hay que 
«pagar la suma do 17 puntos». Рот cada examen 
rendido exitosamente el aspiranto obtiene 3, 
4 6 5 puntos", Designomos mediante F (k; N) 
el número de formas con que se puedon reunir № 
puntos después de k exámenes. Entonces, tiene 
lugar la relación 


Fiki Му Е (4; N—3)+F (4; N—4) 
+P (M4; N—5), 
cuya deducción es totalmento análoga a la de 


la (11) де la pág. 05. 
De aquí se obtiono que 


F (4; 17) =P (3; 14) 4 Р (3; 13) + F (3; 12)= 
=F (2; 11) 42F (2; 10) 4-36 (2; 9) 4-2 (2; 8)-- 
HER 7) 24.3702; ®-Е2Р (2; 8) D 


Y Убаво la nota al ple de la pág, 21 (N. del TJ. 
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puesto que es imposible reunir 11 puntos después 
do 2 exámenes y reunir 40 зе puedo do una sola 
forma: obteniendo dos cincos. 

Continuando 6l cálculo, se obtiene que 
Fla; 17) m2-3P (4; 0)-+-5F (1; 5)--6Р (1; 

+8P (1; +F ( 

Рато F(t; =F (1; 2)=01, y РО; у= 

=F (i; =P (1; d=. 
Por esto, F (4; 17)=16. En forma totalmente 
análoga deducimos que 
P (4; 18)=40, P(4; 19)=4 y P (4; 20)=1. 
En total, se obtienen 16 + 10 + 4 + 1= 31 
formas de rendir соп óxito los exámenes. 

El mismo resultado se podría haber obtenido 
de otra forma. Es fácil verificar que 17 puntos 
pueden sor obtenidos sólo de dos formas esencial- 
mente diferentes: o bien obtener dos cincos, 1 cua- 
tro y 1 tres, o bien obtener 1 cinco y З cuatros. 
Estas calificaciones pueden distribuirse de cual- 
quier forma entro las disciplinas que se rinden. 
Como es 


ál 
PRADA 


47 puntos pueden ser obtenidos de 46 formas. 
Análogamento so calcula ol número de formas de 
obtener 18, 19 y 20 puntos. 

En genoral, sea F (т; N) el número de formas 
de dividir М en т sumandos, cada uno de los 
cuales es igual а uno do los númoros m, пз, 

«+, т. Entonces, para Р (т; N) se cumplo la 
rolación 
P (m; №) Р (m4; Мт) 

oem as 
la cual se deduco igual quo la (11). Dejamos que 
ol loctor ofectuó osta demostración. 

En particular, ві m = 1, m= 2,.. 

= k, obtenemos las particiones de У en m su- 


Мп), 


"m= 


* Seis puntos no pueden ser obtenidos en un examen 


ТАСА 
Ое НЧЫ 


mandos, cada uno de los cuales es igual а шо 
de los números 1, 2, . . ., k. Designemos el nú- 
moro de estas divisiones medianto F (m; №; А). 
Entonces, para esto último so cumplo la rolación 
Рт N; й=Ё(з—1; N—4; kyt 
RF mb Nh e. 

PP (m=i; Nk; №). (6) 
Al igual que en la pág. 64, de esta relación 
so deduce quo 
F (m; N; =P (m, 0—1; 04 
+F (má; М1; 0 

—P (mt; Nekat; My (17) 

Pasemos ahora a los problomas sobre particio- 

пев, en los cuales las particiones que se diferen- 


cian sólo en el orden de los sumandos se consi- 
deran iguales, $ 


EL PAGO DEL DINERO 


En un portamonedas hay monedas de 1, 2, 3, 
5, 10, 15, 20 y 50 kopeks, hablendo una moneda 
de cada valor. De cuántas maneras se puede pagar, 
соп estas monedas, una compra por valor de 78 ko- 
peks? 

En este problema el orden do las monedas no 
¡eno importancia: sólo interesa qué monedas se 
toman para el pago. Introduzcamos la siguiento 
notación 


лу; N) 

designará el número do formas con quo во pueden 
Pagar N k. mediante monedas de distintos valo- 
тез тү, л, п k., tomando no más до una 
moneda de cada valor, Dividamos todas las 
formas de pago en dos clases, según so haya utl- 
lizado о по la moneda por valor do nm k, Si ésta 
ha sido utilizada, queda pagar la suma de — 
— п» К. con las monedas de т, na, ..., ла К. 
Y esto so puede efectuar do Р (яр, mp... 
‚+ тщ} У — ла) maneras. Si, en cambio, 
Ла moneda de nm k. по fue utilizada, hay que pa- 


Б» 


gar toda la suma de N К. mediante monedas do лу, 
k. Esto se puede efectuar de 
‚ п; А) modos. 
¡Do aquí so dospronde que tio 
F (ny, Pas ооо mi N)=F (ng, Mas ооо лты; 
пт) (m ть утты М. (18) 
Esta relación pormito reducir el probloma de la 
elección a partir de т monedas al problema de 
la elección de entro т — 1 monedas. Repitiendo 
este razonamiento, lo reducimos al problema 
de la olocción a partir do т — 2 monedas, ctc., 
hasta que Meguemos o bien al problema del pago 
de una suma nula, o bion hasta el problema de 
elogir de entre una moneda solamente. Ambos 
problemas se resuolvon univocamente, Aquí, 
durante los cálculos muchos sumandos so eli- 
minan, puesto quesi л + mah... Ha < N, 
emtonces Р (т, Re, -s Mm N)= 0, ya que 
no bastan las monedas para el pago de la compra. 
Además, Si п, > N, la relación (18) se sustituyo 
por la 
F ту Mas o аў N)=F (в ть... Pins М), 
puesto quo la moneda m no puede participar 
on ol pago. 

Apliquemos el método descrito a la resolución 
do muestro problema. Do la relación (18) dedu- 
cimos primeramente que 
F(1, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50; 73) = 
=F (4; 2, 3, 5, 40, 45, 20; 23)+ 
ЯРО, 2, 3, 5, 40, 45, 20; 73)= 

=F (1, 2, 3, 5, 10, 15, 20; 23), 
уа que 4424-34-5--104-154-20 < 73, por lo 
cual Р (1, 2, 3,5, 40, 15, 20; 78)=0. Prosiguion- 
do, obtenemos que 
F(1, 2, 3, 5, 10, 45, 20; 23)0= 
=F (1; 2, 3, 5, 10, 15; I+ 

РО, 2, 3, 5, 10, 45; 23). 


ugar la rolación 


Poro 
ЕЯ, 2, 3, 5, 10. 15; 
PU, 2; HF A, 


Зу== Р(41, 2, 3; J= 
з= 


ФР З) (1; 1у==2. 
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Calculomos el segundo sumando; 
F(1, 2, 3, 5, 10, 45; 23)==F (1, 2, 3, 5, 10; 8)4- 
+F(1, 2, 3, 5, 10; 29=7 (1, 2, 8, 5, 10; 8), 
puesto que 1424-34-5410 < 28, Poro F(l, 2, 
3, 5; S)=F (1, 2, 3; 8)=2. 
Definitivamente, obtenemos que 
РЦ, 2, 3, 5, 10, 45, 20, 50; 18у =4. 
Así, pues, el pago requerido so puedo ofoctuar de 
4 maneras, precisamente, 50, 20 y 3 К; 50, 20, 
2 y 1 k.; 50, 15, 5 y 3 К. y, por último, 50, 15, 5, 
Фуу. 


LA COMPRA DE LOS CARAMELOS 


En una confitería se venden caramelos de varios 
tipos: 3 tipos con un costo de 2 k. cada uno, y 2 ti- 
pos que valen 3 k. cada unidad. ¿De cuántas md- 
neras se pueden comprar caramelos por un valor 
de 8k., 9 se toma по más de un caramelo de cada 
clase? 

La solución del problema se obtiene de Јаз 
siguientes relacion 
F (2, 2, 2, 3, 3; 8)=F (2, 2, 2, 3; 5)+ 
РО, 2, 2, 3; 8у=Р (2, 2, 2; 24 
20 (2,2, 2; 5)4+F(2, 2, 2; 8)= 
=F (2, 2, 2; 2)=F(2, 2; 0)4+F(, 2; 2)= 
m14 F (2; 0Р0; 2)=3. 

De oste modo, la compra so puede efectuar do 
3 maneras: comprar un caramelo do cada una de 
las dos clases de 3 К. y agregar a éstos cualquiera 


de los do 2 k. 
г quo otras tantos soluciones tione 


En un portamonedas hay 3 monedas de 2 k. y 2 
de 3 k: ¿De cuántas maneras se puede pagar, mê- 
diante dichas monedas, una suma de 8 k.? 

Esto depende, sin embargo, de qué monedas 
hallan en ol portamonodas. Si las de 2 К, al 
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igual que las de 3 k., so considoran diferenciables, 
el problema coincido con el que analizamos, y el 
pago so puedo efectuar de 3 maneras. Si, en cam- 
bio, todas las monedas де 2 К. son indiferencia 
bles, queda una sola forma de pago: 2 monodas 
de 3k. y 1 do 2k. 

Do esta manera, los problemas sobro pago tienen 
un caráctor distinto, según sean o no diforencia= 
blos las monedas de un mismo valor. El método 
de resolución analizado más arriba sirve sólo para 
el caso en que todas las monedas ге consideran 
diforontes, indopendientemente do que tengan 
ol mismo valor o valores distintos. Mostremos 
ahora cómo so resuelve el problema en el caso 
que las monedas de un mismo valor se consideran 
indiferonciables. 

En el portamonedas hay 10 monedas de 2 k. 
y 5 de 3 k. ¿De cuántas maneras se puede pagar, 
con dichas monedas, una suma de 22 k., зі las mo- 
nedas de un mismo valor no se diferencian entre si? 

Designemos el número de soluciones del pro- 
blema mediante Ф (10.2, 5.3: 22) (10-2 indica 
que tenemos 10 monedas de 2 k., igualmente 5-3 
significa que hay 5 monedas de 3 k.). Dividamos 
todas las formas que son soluciones del problema 
en clases, según la cantidad utilizada de monedas 
do tros kopeks. Si, por ejemplo, se han utilizado 
dos monedas de esto tipo, quedarán por pagar 
16 k. mediante monedas de dos kopeks, y si 
fueron utilizadas las 5 monedas quedarán рог 
pagar sólo 7 k. Si las monedas de tres kopeks по 
han sido utilizadas en absoluto para cl pago, habrá 
quo pagar todos los 22 k. con monedas do dos 
Корок. Así, pues, tiene lugar Ja igualdad 


(10.2, 5 
+0 (10 


22у= Ф (40.2; 22)+0 (10-2; 49)+ 
б)-ЕФ (10-2; 13)+ 0 (10-2; 10)+ 
Ф (10-2; 7). (19) 
No hay necesidad de continuar el proceso, puesto 
quo disponemos sólo de 5 movedas do tres Корей». 
Está claro que соп 10 monedas de dos Корез es 
imposible pagar 22 К. Por esto, Ф (10.2; 22) = 0, 
Ahora bien, es evidente que una suma impar 


no puedo pagarso con monedas do dos kopeks, 
у una par so puedo pagar de una sola forma. 
Por esto, de la fórmula (19) se doduco que 

Ф (10-2, 5-3; 22)=2, 

Existon sólo dos formas dé pago: 
22-8.24-2.3-=5.24- 4.3. y 


¿COMO CAMBIAR UNA MONEDA 
DE 10 KOPEKS? 


El lector debe, probablemento, cambiar varias 
veces al día monedas do 10 k.: para viajar en 
metro hacen falta monedas de 5 k., para hablas 
por el teléfono público, de 2 k., y para tomar un 
vaso de gascosa con jugo, de 3 К. En relación 
con esto, surge el problema: 

¿De cuántas maneras se puede camblar una mone- 
da de 10 К. en monedas de 1, 2, 3 y 5 k.? 

Este problema es similar al que resolvimos al 
final del apartado anterior. Sólo que ahora el 
número de monedas de distinto valor no se li- 
mita. Por esto, el número de soluciones lo designa- 
remos así: Ф (1, 2, 3, 5; 10). Razonando igual 
a como lo hicimos en el aportado anterior, se 
obtiene la relación 
Фі, 2, 3, 5; 109=0(1, 2, 3; 10)+ 

+0(1, 2,3 9+Ф(1, 2,3 0) (2) 
(todas las formas de cambio so han dividido en 
clases según el número de monedas do 5 К. que 
figuran en éstas). Está claro que Ф (1, 2, 3; 
0) == 1, ya quo so pueden pagar 0 К. de una sola 
forma, 

Para calcular Ф (1, 2, 3; 5), dividamos todas 
las formas de cambiar 5 k. mediante monedas de 
4, 2, 3 k. en clases, según la cantidad do mono- 
das do tres kopeks tomadas. Obtenemos así 
04, 2, 8; 5)=0(1, 2; 59+0(1, 2 2) 

(el primer sumando corresponde al caso еп que 
no se toma ninguna moneda de tres kopeks, y el 
segundo, al caso оп que se toma una moneda de 
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Continuando ol cálculo, se obtiene que 
Ф, 2, 3; 5)=0 (4; 5+0 (1; 3) 

+Ф@;1)+Ф(%; 2+0(1; 0). 
Todos estos sumandos son iguales a 1, puesto que 
cualquier suma se paga de una sola forma con 
Корей. Así, pues, Ф (1, 2, 3; 5) = 5. En forma 
totalmento análoga so calcula que Ф (1, 2, 
3; 10)= 14. En total obtenemos 14+5+ 
+ 1= 20 formas de cambio. 

En lugar de la rolación (20), so podría haber 
tomado al principio la relación 
Ф(1, 2, 3, 5; 40) =0(1, 2, 3; 10)+ 

+0(1, 2, 3, 5; 5). 
Esta indica que las formas de cambio зе dividen 
en aquellas en que no зе utiliza ninguna moneda 
de 5 k., y aquellas en quo fue utilizada por lo 
menos una moneda de este tipo. 

En goneral, si hay que pagar N К. con monodas 
de valores de na, . » ., na kopeks, tiene lugar la 
rolación 
Dí. 


эпа» ль; №) = Ф(пь ..., ты; Ne 
HO (ni nsr Mass ты Упа). (t) 
Esta demuestra que o bien no utilizamos ningu- 
na moneda de n, kopeks, y entonces hay que pa- 
gar toda la suma M con las monedas restantes 
de ms ..., ms К., о bion fue utilizada por lo 
menos una monoda de лу k., y entonces bay quo 


pagar la suma restante M — np k. con monedas do . 


Má ++ ss hi» пу K. Si, como sucedió on la pág. 67, 

las monedas no doben ropotirso, la relación (21) 

во sustituyo por la quo ya oncontramos antes 

(убаво la pág. 07): 

(пц... Mpal п; №) = (np о... пу; N) 
HF (ng о.о mos М—т). (22) 


PARTICION DE NUMEROS EN 
SUMANDOS 


Consideremos un caso particular dol problema 
sobro el cambio, cuando se admiten monodas 
cualesquiera de £ а п kopeks. En otras palabras, 
resolvamos el siguiente problema: 


¿De cuántas maneras se puede dividir un número 
N en sumandos, cada uno de los cuales es Igual 
а uno de los múmeros 1, 2, . . „, n (el orden йо los 
sumandos по interesa)? 

Designemos el número do estas mi 
partición medianto ПМ. Entonces tio 
rolación 


A. (5) 


En efecto, si el número л no so utiliza como 
sumando, entonces № está dividido en los su- 
mandos 4, 2, ..., n— 1, lo cual puedo efoo- 
tuarso do ПУ, formas. Si, en cambio, so ha uti- 
lizado п como sumando, ol número № — n está 
dividido оп los sumandos 1, 2, ..., n, lo cual 
puede efectuarse de ПХ—" manera: 

Impongamos ahora la limitación de que todos 
los sumandos sean diferentes. El número de solu- 
cionos en csto caso se designará medianto ФУ 
(siendo aquí Ф == 1). Dejamos al lector la de- 
mostración de que para DX tiene lugar la relación 


05 HORA 


таз de 
lugar la 


(24) 


(el número n no puede ser utilizado por segunda 
vez como sumando). 

Como es fácil ver, Ф}= 1 у Фу = 0 para 
N > 1, y mediante la fórmula (24) so puedo cal- 
cular sucesivamente DI para todo п y №. Рага 
TIY resulta más cómodo tomar, en lugar do la ro- 
lación (23), la 
A HIN H.. (25) 
la cual se obtieno aplicando sucesivamento la 
(23). Luego, es suficiento observar que TIN = 1 
(cualquier número natural puedo ser desarrollado 
de una sola forma en sumandos iguales а 1). 
Utilizando la relación (25), so caleula sucos 
mento TIY para todo №, después TIY, oto, 

Obsérvese que el número do todas las formas 
de dividir N on sumandos òs igual а ПЁ, ув 


* El val or de ПЁ, lo eupondremos igual at. 
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que en ol desarrollo no pueden figurar súmandos 
mayores que №. Do igual modo, el número de for- 
mos de descomponer N sumandos diferentes es 
igual a Ф. 


METODO DE LOS DIAGRAMAS 


Los primeros métodos de demostración де los 
teoromas sobre las particiones de números eran 
muy complejos. Al igual que en muchos problomas 
dela matemática, la aplicación de consideraciones 
geométricas simplificó e ilustró las demostra- 
ciones de los teoremas. 

Cada partición del número № on sumandos se 
puedo representar en forma de diagrama. Cada 
fila de éste está formada por tantos puntos cuantas 
únidades figuren en el sumando correspondiente, 


Fig. 10. 


Por ejemplo, a la partición 7= 4 + 1 + 2 + 3 
lo corresponde el diagrama mostrado en la fig. 10. 

Como е1 ordon de los sumandos еп la partición 
по tione importancia, las filas so pueden situar 
do forma quo su longitud no disminuya do arriba 


hacia abajo. Adómás, los primeros puntos do 
зо representarán en una misma columna. 
jagramas so lamarán normales, 

Medianto los diagramas es fácil domostrar dis- 
tintas propiedados do las particiones. Demos- 
tremos, por ejemplo, que la cantidad de formas 
de dividir el número N en no más de т sumandos 
coincide con la de formas de dividir N + т en m 
sumandos. En efecto, el diagrama que roprosenta 
la partición del número M en no más de m su- 
mandos está formado por Y puntos, situados en 
то más de т filas. Agreguemos a cada uno do 
estos diagramas una columna formada рог m 
puntos (véase la fig. 14, dondo se ha represontado 
esta transformación рага У = 5, т = 4). So obti 

о así un diagrama formado por M 4- т puntos, 
situados en m filas. Recíprocamente, quitando 
la primera columna de cada diagrama, formada 
рог № + m puntos, situados en forma do т filas, 
obtenemos un diagrama do № puntos, en ol cual 
la cantidad de filas no es mayor que m. 

Hemos establecido una correspondencia biunt- 
voca entre los diagramas de dos tipos, de donde 
so deduce que ol número de estos diagramas es ol 
mismo. Queda así demostrada nuestra afirmación. 

Un tanto más compleja es la demostración del 
siguiente teorema (teorema de Euler): 

El número de formas de partición М en no más 
de m sumandos es igual al número de formas de 

т (п) 


descomponer № + еп т partes distintas, 


Cada partición dol número № en no más de m 
sumandos so representa en forma de un diagrama 
de N puntos, que contione по más de т filas. 
Agroguemos a cada uno de estos diagramas un 
triángulo rectángulo isósceles formado рог т 
filas, dospués do lo cual reduzcamos el diagrama 
a la forma normal (fig. 12), dondo se representa 
esta transformación para el caso N = 6, m i). 
Como el númaro do puntos en el triángulo es igual 

a rimti) 

„=з 


, obtenemos un diagrama formado 


por у + ERED puntos, y que contiono т 
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filas. Adomás, todas las filas del diagrama serán 
de distinta longitud. En olecto, las longitudes 
do las filas del diagrama inicial ло disminuyen, 
y los del trióngulo crecen todo el tiempo. Esto 
significa quo después de agregar el triángulo, 


Fig. 12. 


se obtendrá un diagrama en el cual las longitudes 
do las filas crecerán todo el tiempo. Por con- 
siguiente, no puedo haber filas de igual longitud. 

Recíprocamente, de cada disgrama de la par- 
tición de w + LED 
tos so puede quitar un triángulo rectángulo isós- 
celos, que contenga т filas, y obtener un dia- 
grama para la división de У en no más дот 
sumandos. Esta correspondencia entre los dia- 
gramas de dos tipos demuestra quo cl número de 
éstos es cl mismo. Con esto queda demostrada 
nuestra afirmación. 


еп m sumandos distin- 


DIAGRAMAS DUALES 


en cuenta que algunos diagramas son autoduales. 
como, por ejemplo, el de la fig. 14). 

Aplicando 1а dualidad do los diagramas, se 
pueden comparar las particiones sometidas a 
ciertas limitaciones sobro la magnitud do los 
sumandos соп las divisiones en las quo зо sorueto 
a limitaciones el número de sumandos. Por ejem- 
plo, ticno lugar la siguiente afirmación: 

El número de particiones de N еп sumandos 
que no superen a n es igual al de divistones de N 
en по más de п sumandos. 

En ofocto, los diagramas para la división do M 
en sumandos que по superen л están formados 
por № puntos, habiendo no más do л puntos en 
cada fila. Por lo tanto, en este diagrama no hay 
más do п columnas. Pero entonces el diagrama 
dual tiene no más de n filas, es decir, corresponde 
a la partición dol пішого Y en no más de n su- 
mandos. 

En forma totalmente análoga so demuestra que 
el número de particiones de N en п sumandos es 
igual al do particiones en sumandos que no su- 
poren n, por lo menos uno de los cualos es igual a n. 

Consideremos ahora las particiones del número 
N en этпапйоз pares. Estas particiones so ro- 
presentan mediante diagramas cuyas filas con- 


e... 


Los diagramas so pueden transformar de modo 
que las filas se transformen en colunmas, y las 
columnas, en filas, Para osto, giromos el diagrama 
en 90° y reduzcámoslo а la forma normal. Еа la 
fig. 13 во ropresonta esa transformación do los 
diagramas. 

Está claro que si зе ropito esta transformación, 
se obtiene nuevamente el diagrama ‘inicial. Рог 
esto, todos los diagramas so dividen en pares 
mutuamente duales (a propósito, debe tenerse 


Fig. 13. 


++ 


Fig. 14. 
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tienen un número раг de puntos. Pero entonces 
en ol diagrama dual habrá un número par de su- 
mandos de cada tipo (fig. 15). De aquí se deduco 
la siguionto afirmación. 


. 

.. . 

+ ... 

.. . e... 

.. ` ++ 

.. .. +, б 
` Fig. 15. 


El número de particiones de N en sumandos 
pares es igual al de particiones en las cuales cada 
número figura un número par de veces {зе ѕоћге- 
entiende que algunos sumandos pueden no fi- 
gurar en absoluto, ya que cero es un número par). 

Anólogamente se demuestra que: 

La cantidad de particiones de N en sumandos im- 
pares es igual al múmero de particiones en las cua- 
les cada sumando, a excepción del mayor, figura 
ип ndmero par de veces, y el mayor, un número 
impar de ellas. 


FORMULA DE ЕЛЕП 


En relación con algunos problemas de las par- 
ticiones, Eulor estudió ol producto infinito 
А010) (1—23) (1—2) ... (12)... (20) 
Abramos los primeros 22 paróntesis do este pro- 
ducto, Obtendremos así La expresión 
Аз E EE E E 

X (1—23) ач)... (ат)... 


donde los puntos susponsivos designan sumandos 
quo contionen z en potencias mayores que 22. 


iste apartado se puedo omitir en una primera lectura, 


No licmos esorito estos términos, puesto quo 
después de multiplicar los corchetes por-1 — z2, 
4 — 2%, ,,. ж eto., cambiarán, En cambio, los 
términos escritos no variarán, Por esto, si abri- 
mos todos los paréntesis, so obtiene una sorio 
infinita cuyos primeros términos son de la formo 


E) 


Podemos apreciar que después de dos términos 
negativos hay dos positivos, luego nuevamente 
dos negativos, ete. Sin embargo, resulta mucho 
más difícil desoubric la ley quo rige los expo- 
nentes de estos términos. Mediante largos ensayos 
Euler estableció la siguiento regla 

Si se transforma el producto infinito 
(1—2) (122) (1—2) ... (lan). 
en una serle, en ésta serán diferentes de cero sola- 

эмек 
mente los sumandos del tipo (—14)"z 2, donde k 
es un námero natural. 

El teorema de Euler tiene un grau significado 
no sólo en la teoría de las particiones en sumandos, 
sino también en la teoría de las funciones olíp- 
icas у en otros problemas del análisis matemá- 
ico. Sin embargo, la mayoría de las demostra- 
ciones de este teorema son bastanto complejas. 
Expondremos ahora una demostración geomó- 
trica muy sencilla dol teorema de Euler. Provi 
mente habrá que enunciar esto teorema en cl lon- 
guaje de la teoría de las particiones. 

Al abrir los paréntesis on la expresión (26), 
los sumandos x:=Y so encontrarán tantas vecos 
cuantas maneras existan do dividir ol númoro M 
en sumandos diferentes. Aquí tondromos x si el 
número de sumandos es раг, y —х si ésto ез 
impar. Por ejemplo, a la descomposición 12= 
= 5+4- 2+ 1 lo corresponde ol sumando 


(=) a (amm, 
y a la división 12=5-44+3, el sumando 
a (y 2, 


De este modo, el coeficiente de zY en el do- 
sarrollo (27) es igual a la diferencia entre la can- 
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tidad de divisiones en un número par de suman- 
dos distintos y la do particiones еп ún número 
impar de sumandos diferentes. El teoroma de 
Euler afirma que: 

St el número N no puede ser representado en la 
Зы 

+, 
igual de particiones en un número par y en uno 
impar de sumandos diferentes. Y para los números 
del tipo N= qe 
cantidades es igual a (—1)* (os decir, si k es par, 
las particiones on un número par de sumandos 
вирвгал en 4 а las do número impar, y si k impar, 
al revés). 

Para demostrar el teorema de Euler, ехроп- 
gamos un método do transformar un diagrama 
con múmero par de filas en otro con el mismo 
número de puntos y un número impar de filas, 
y viceversa, Como consideramos solamente las 
particiones en sumandos diferentes, los diagramas 
do estas divisiones estarán formados por varios 
trapecios, ubicados uno sobre el otro. Designomos 
el número de puntos en la fila superior del dia- 
grama medianto m, y el do filas del trapecio 
inferior mediante n. En la fig. 16 se representa 
un diagrama para el cual es m= 2, n= 3. 

Supongamos que el diagrama contiene no mo- 
поз de dos trapecios, siendo, además, т < n. 
En oste caso, oliminomos la primera fila y pro- 
longuemos las últimas m filas del trapecio infe- 
rior en un punto. Носћо esto, cl número total 


forma N= éste tiene una cantidad 


y la diferencia entre estas 


_ de puntos по variará, todas las filas resultan 


Т 


ser де distinta longitud y variará la paridad 
del número do las filas. So puedo oloctuar охво- 
tamento la misma transformación si el diagrama 
está formado por un solo trapecio, siendo т < 
< п— 1. En la fig. 17а so expono el resultado 
de semejante transformación de un diagrama. 


Fig. 47a. 


Supongamos ahora que el diagrama contieno 
по menos de dos trapecios y quo т > n. Entonces 
tomomos un punto de cada fila del último trapecio 
y formemos con éstos la primera fila de un nuevo 
diagrama. Esto so puedo olectuar, puesto quo 
т> п y, por ello, la fila formada es más corta 
que la primera dol diagrama original. Además, 
como hemos tomado todas las filas del trapecio 
inferior, en el diagrama obtenido todas las 
filas tendrán -diferonto longitud. Por último, ol 
nuevo diagrama contieno tantos puntos como 
el original, pero la paridad do la cantidad do 
filas ha variado: ol nuevo diagrama contione una 
fila más. Un transformación análoga la admiten 
los diagramas formados por un solo trapecio, 
si es п > т — 2, En la fig. 17b so representa el 
resultado de la transformación descrita de un 
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diagrama. Comparando las figuras 17а y 17b, 
поз podomos convencer de que las transforma- 
clones descritas son inversas entre sl: si se efectúa 
primeramente una de ellas, y después la otra, obte 
nemos nuevamente el diagrama original, 


Fig. 18. 


Así, pues, los diagramas de las particiones del 
número N que admiten una de estas transforma- 
clones, se dividen en un número igual de diagramas 
con número par e impar de filas. Queda por es- 
clarecer cuáles diagramas no admiton la trans- 
formación descrita. Está claro quo éstos están 


formados por un sólo trapecio, y quo para ellos 
зе cumple que т = m, о bien que m= n + 1. 


sy Inia 
П 
En el primer caso, el дарите contiono 257 
puntos, у en el sogundo, Ё" puntos (fig. 18). 
Los razonamientos expuestos demuestran qué 
si N no es un número dol tipo SHET, ésto 
tiono igual cantidad do particiones en un número 
par y en uno impar de sumandos diforonts. Si 
Элл 
2 
un diagrama que no admite la transformación, 
y que tiene un número par de filas. Por esto quo- 
dará una partición más on número par de suman- 
dos quo on número impar de éstos. Si, en cambio, 
Злзал 
2 
sión mís en un пйшего impar de sumandos. 
El teoroma queda demostrado. 


«з у= y п ез ип número par, quedará 


== 


y п єз impar, habrá una divi- 


CAPITULO Y 


CONBINATORIA EN EL TABLERO DE AJEDREZ 
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UN HOMBRE DEAMBULA POR LA 
CIUDAD 


En la fig. 19 se representa el plano de una cludad 
(aproximadamente éste es cl tipo del plano do 
Canberra, la capital de Australia). En esta ciudad 
hay nX k manzanos rectangulares, divididas 
por п — А calles horizontales» y por k — 1 «гети 
tales». El caminante quiere tr desde el punto A 
hasta el В рог el camino más corto, es decir, des- 
plazéndose todo el tiempo o bien «de izgulerda а 


AAZ 
T 


ZA 


Z 


o 


Fig. 10. 


derecha», о bien «е abajo hacia arriba». ¿Por 
cuántos caminos puede llegar desde A hasta B? 
Está claro que, por cualquier camino que. tomo 

ol comínanto, pasará por k-n cruces (consi- 

+ derando ol punto А, pero по cl В). En cada cruce 
puede ir о Меп hacia la derecha, o bien hacia 
arriba, En correspondencia con csto, todos los 
cruces во dividon en dos clases. Pongamos en 
correspondencia a los cruces en que ól escoge el 
camino hacia la derecha, el múmoro 0, y en los 
quo va hacia arriba, la cifra £. Como el пішого 
de crucos de la primera claso dobe ser igual a k, 
y el de la segunda, a л (do otra forma ol cami- 
nante no llegará al punto В), obtenemos una 
permutación formada por k coros y п unidades. 
А cada una do ostas permutaciones lo corresponde, 
a su vez, algún camino. En la figura 19 se repre- 


senta ol camino quo corresponde а la permuta- 
ción 0110001100. 

Pero ol númoro do permutaciones de X ceros 
усп unidades es igual а 


Pik, mort CEAL, w 


A lo mismo es igual también cl número de cami- 
nos más cortos desdo A hasta В. 


EL CUADRADO АВІТМЕТІС 


Los desplazamientos del caminante por la ciu- 
dad se asomejan a los movimientos de una torre 
en el ajedrez. Tomemos un tablero de ajedrez 
infinito, limitado por dos lados por semirrectas 
perpendiculares, y coloquemos en el ángulo de 
este tablero una torre. Supongamos que ésta se 
mueve en el tablero o bien desde arriba hacio 
abajo, o bien de izquierda a derecha. Combinando 
estos movimientos entre sí, se pueden obtener 
caminos diferentes, que conducen desde la ca- 


silla angular a una dada del tablero. Escribamos 
ón cada casilla del tablero el número do estos 
caminos. Está claro quo el número escrito de- 
pondo do las coordonadas de la casilla, do on qué 
vertical y horizontal se encuentro. 

Nos resultará cómodo numerar las verticales 
y Јав horizontales medianto los números 0, 1, 
2,0. m ... En esta numeración la casilla 
angular obtiono las coordonadas (0, 0). Apli- 
cando el resultado obtenido al resolver cl pro- 
Меша anterior, nos convoncemos de que on la 
intersección do la k-ésima vertical у la n-ésima 
horizontal so halla ol número СД (para legar 
а esta casilla hay quo cfoctuar & movimientos 
hacia la derecha y п hacia abajo). Escribamos en 
lugar de СЇЗ" sus valores numéricos. Obtendre- 
mos entonces la tabla 3. Esta tabla se denomina 
cuadrado aritmético. Analicomos con más de- 
talle sus propiedades. Un estudio atento del 
cuadrado aritmético demuestra que cada número 
escrito en ésto se obtiene según la siguiente regla: 
este número es igual a la suma del número escrito 
sobre él y del quese halla a su izquierda. Por ejem- 
plo, sobre el número 10= 4 + В está escrito el 
4, y a su izquierda, el 6. 


Tabla 3 


la igualdad С? == CRZ} + Спі, demostrada an- 
tes (véase la pág. 36). Pero lo podemos domos- 
trar también directamente, En efecto, la torre 
lo llegar а la casilla (k, п) desde una de las 
casillas (#—1, n) 6 (k, n— 1). Por esto, en 
virtud de la rogła de la suma, el número de formas 
de llegar а la casilla (k, n) es igual а la suma 
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dol número de maneras de alcanzar la (k — 1, n) 
y del do formas de alcanzar la (k, n — 1). Y ésta 
es, precisamente, nuestra afirmación. 

Do la relación Сре == CRA so deduco que ol 
cuadrado aritmético es simétrico con rospocto 
а la diagonal quo pasa por su ángulo (la denomi- 
harómos diagonal principal). A propósito, osta 
propiedad también se demuestra fácilmonte on 
forma goomótrica: so puedo llegar al cruce de la 
mésima vertical соп la k-ésima horizontal y al 
dela k=ésima vertical con la n-6sima horizontal 
do un número igual de maneras. 


NUMEROS FIGURADOS 


AL calcular los elementos de la tabla 3 utili- 
zamos tanto los elomentos de la fila anterior, 
como los de la columna anterior. Pero habría 
sido suficiente utilizar los de Ja fila anterior. 
En ofecto, hemos demostrado en la pág. 37 
la fórmula (15): 


сро... 


Esta fórmula domuestra quo сайа olemento do 
nuestra tabla os igual a Ja suma de los elementos 
do la fila anterior, a partir del primero y hasta 
el elemento quo so halla directamente por encima 
del calculado. De esté modo, sumando sucesiva- 
mento los elementos do la (л — 1)-ésima fila, 
calculamos, uno tras otro, los de la n-ésima. 
Esto método de cálculo de la tabla 3 está re- 
lacionado con la teoría do los números figurados, 
que se remonta a los matemáticos do la Grocia 
Antigua Pitágoras y Nicómaco. El hecho resido 
en quo los números 4, 2, 3,... so pueden ro- 
presentar mediante filas do uno, dos, tres, oto. 
puntos, y estas filas, unir on triángulos (fig. 20). 
Entonces el número do puntos de cada triángulo 
será igual al número correspondiente en la segun- 
да fila de la table!, Por esto, los números, 1, 


Recuérdese quo las filas se numeran соп los números 
; *¡¿ Por lo cual la fila superior es la cero, la que 
16 Sigue, 18 primera, eto. 
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3, 6, 10, 45, 21, oto. son llamados números tri- 
angulares. El k-ósimo número triangular es igual a 


(k1) k 


cat 


Análogamento, los triángulos ropresentados en 
la fig. 20 pueden ser unidos en pirámides. El 


Fig. 20. 


número de puntos on cada pirámido es igual al 
número correspondiente de la tercera fila de 
nuestra tabla. Por eso los números 1, 4, 10, 20, 
35, etc. se llaman piramidales. Su fórmula ge- 
neral es la siguiente: 

эү EDEN E 
e T 
Para dar una interpretación análoga de los nú- 
meros de las filas siguientes, babría que consi- 
derar pirámides en espacios de un número mayor 
de dimensiones. 

El estudio de los números figurados atrajo a los 
matemáticos en el transcurso de muchos siglos, 
у era entonces una sección importante de la tooría 
do los números. 


EL TRIANGULO ARITMETICO 


Tomemos ahora un tablero delimitado sola- 
mente por un lado y coloquemos од la casilla А 
do la horizontal mula una ficha (fig. 21). Movión- 
doso según las reglas del juego do damas, esta 
ficha puede llegar a cualquier casilla que se halla 
en la zona limitada por las rectas AB у АС. 
Escribamos nuevamente, para cada casilla, el 
número de formas de las cuales puede llegar 


nuestra ficha hasta ella. Podemos apreciar que 
los números escritos coinciden, en esencia, con 
los dol cuadrado aritmótico, estando sólo dis- 
tribuidos de otra forma. Esto no debo cxtra- 
fiarnos: si se gira el tablero en 45°, la ficha so mo- 
verá según líneas horizontales y уо! 
problema зе transforma en el de los movimientos 


в 


de una torre. Los números de la fig. 21 se гөргө- 
sentan comúnmente en forma de triángulo (to- 
bla 4). Aquí cada número es igual a la suma de los 


Tabla 4 


dos números de la fila anterior, entro los cuale: 
ésto во encuentra. Este triángulo os llamado cor 
frocuencia triángulo do Pascal. Sin embargo 
aún antes que Pascal (16231002) lo conocit 
ol matemático italiano Tartaglia? (1500—1557) 


"тагай era un matemático iotablo. Ade 
triangulo aritmético, descubrió ia fórmula de resol 
de las ecuaciones cúbicas. Esta fórmula la comunici 
Stro matemático Italiano, D. Cardano, haciendo que ést 
Juraso no descubrir а nadie el secreto confiado. Pero Саг 
Jano» poco tempo después. pubiled cta solución en, 
texto de Algebra, por lo cual la fórmula de resolució: 
de tas ecuaciones clbicas es Паттаба, con total injusticia 
«fórmula de Cardano», 
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Y muchos años antes que Tartaglia esto trián- 
gulo se podía vor en los trabajos de los matemáti- 
соз árabes Giyaseddin у Omar Hayyam, Por esto, 
lo llamaromos simplomente triángulo aritmético. 

El triángulo aritmético so puede escribir tam- 
bién como sigue; 


Tabla 5 


Aquí en el cruce de la jésima vertical y la 
т-ёїта horizontal se halla el número С} (re- 
cuérdeso que las líneas extremas tienen número 
cero). Cada número del triángulo es igual a la 
suma del que se halla encima de él y del que se 
encuentra оп la fila anterior, sesgado hacia la 
izquierda. Por ejemplo, encima del número 4 
en la cuarta fila se halla el 1, y sesgado hacia 
la izquierda del 4 se halla ol 3, siendo 4= 1 + 3, 
Destaquemos, además, las siguientes particu- 
laridades del triángulo aritmétic todos los 
elementos situados por encima de la diagonal prin- 
cipal son Iguales a cero, y la columna cero está 
formada por unidades. Los múmeros que se hallan 
en la neésima fila del triángulo aritmético, es 
decir, los números Ch para un n fijo, son los 
cocficiontes dol desarrollo del binomio (1 + г)" 
en potencias do г, Por esto, so los Паша también 
coeficientes binómicos. En ol capítulo УП nos 
dotendromos en esto con más detalle. 


TRIANGULO ARITMÉTICO AMPLIADO. 


El triángulo aritmético ocupa sólo una parto 
del plano. Extendámoslo a todo el plano, eon- 
servando la regla enunciada más arriba: cada 


elemento es igual a la suma del que se halla sobre 
éste y del de la fila antertor, que se halla sesgado 
hacta la Izquierda. Adomás, como la columna nula 
del triángulo aritmético está formada por uni- 
dades, en ol triángulo ampliado también Iena- 
remos esta columna do unidades, 

Aplicando la regla indicada a los elementos de 
la columna nula, apreciomos que delante 
ésta dobo haber una columna formada por ceros. 
Pero entonces tambión todas las domás colum- 
nas do la izquierda están formadas por ceros. 
Por esto, sólo hay quo ver qué hay por encima de 
1а fila cero del triángulo. En forma sesgada con 
respecto al primer elomento de la fila nula so 
halla el número 1, siendo dicho elemento igual 
а cero. Por esto, sobro él hay que escribir —1 (1 + 
+ (—1) = 0). Poro entonces, para obtener cero 
también en el segundo lugar do la fila cero, hay 
que escribir, sobro éste, el número 4. Conti- 
nuando nuestro razonamiento, apreciamos que 
sobro la fila coro surgió una fila nueva, formada 
alternadamento por los números 1 y —1. De igual 
forma se obtienen les demás filas hacia arriba. 

Como resultado, obtonomos una tabla, parte 
de la cual se expone más aba; 

Analizando la parte de esta tabla situada por 
encima de la fila mula, podemos convoncernos 


Tabla 6 


о ји —5 15 35 70 426... 
o ja 10 —20 35 —%... 
o |1 —3 6—10 15 - и... 
о ji —2 3 45 —6. 
o fimi 1 4 ш 
oja оо оо о 
оја 10 оо о 
оја 214 оо о 
114 EE £0 € 
оја 46 44 о 
.0 |1 50 405 4. 


de que se diforencia del cuadrado aritmético 
de la pág. 77 solamente en los signos de los 
términos. Más precisamente, en la intersección 
do la (—n)-ésima horizontal y la A-ésima verti- 
cal so halla ol númoro (4 СТ, Se so- 
brcentionde que o) estudio do una parto de la tabla 
по puedo servir de demostración de quo osto es 
válido para todas las filas y todas las columnas. 
Para convencerso de su justeza, obsérvese que 


(tiop phop 
O orhe 
po 


(убаво la fórmula (11) do la pág. 36). La igual- 
dad obtenida demuestra que on una tabla for- 
mada por los números (4) С А, el k-ésimo 
elemento de la Ша n + 1 es igual a la suma de 
los olementos de la (—n)-ésima fila con números 
Еу k—1. Enotras palabras, la гора de escritura do 
la tabla quo forman los números (4) "c3 +* -t 
coincido con la de escritura do la tabla del trián- 
gulo aritmótico ampliado. Como, además, 
estas tablas poseen filas igualos con número —1 
y la columna cero, todos sus elementos coinci- 
den. 

En el triángulo aritmético inicial, en la inter- 
sección de la n-ésima horizontal y la k-ésima 
vortical so hallaba el número CF. En el triángulo 
ampliado, en la intersección de la (—n)-ósima 
aorizontal y la k-ósima vortical so halla el número 
(1) ICG Por esto, se puede generalizar 
bolo СД para los valores negativos do л, 


Ср (– O (2) 


Como lo muestra la tabla 6, la gonoralización del 
símbolo C} para los valores negativos do А es 
trivial: para k-<0, ве tiene CR= 0 (убаво 
también la pág. 124). Adomás, es СР = 0 si 
0<A<k 


EL REY DEL AJEDREZ 


El triángulo aritmético se puede obtenor como 
sigue. Coloquemos on el ángulo izquierdo supo- 
rior de la tabla un «гоу del ajedrez unilateral», 
es decir, una figura que pueda desplazarso sold- 
mento en una casilla hacia adelanto y on una 
casilla en forma sesgada hacia la derecha. Eseri- 
biendo en cada casilla el número de manoras do 


FA а VIGA 16 V19 16 4 Pr 
йз з 
2 742 
MA 
A 
Fig. 22. 


las cuales esta figura puede llegar hasta ella, ob- 
tenomos ol triángulo aritmót 

Sustituyamos ahora al «rey unilateral» por un 
rey común dol ejedrez, limitando su libertad 
iento con una sola condición: ol roy 
¡empre hacia adelanto, hacía la línea 
horizontal siguiente. Para quo el теу pueda uti- 
lizar sus nuevas posibilidades, hay quo ampliar 
el tablero, tomando uno limitado sólo por 
un lado por una línea recta. En la fig. 22 во ro- 
presenta tal tablero, en cada casilla del cual so 
indica el número de formas do las cuales puede 
logar hasta olla el roy, si ésto so encontraba al 
principio en la casilla A. 

Veamos cómo está formada la nueva tabla, 
Supongamos quo para cada casilla do la hori- 
zontal п — í ya fue hallado de cuántas manoras 
puede llegar hasta olla ol crrabundo monarca, 
Hallomos de cuántas formas so alcanzan las casi- 
Паз de Ја n-ésima horizontal, A сайа шпа de estas 
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casillas el rey puede llegar desde una do las vecinas 
do la horizontal п — 4 (desde la que se halla di- 
rectamente debajo de ella, о en forma sesgada 
hacia la dorecha, o bacia la izquierda, véase la 
fig. 22). En virtud do la rogla do la suma, so ob- 
tiono ol siguiente resultado: 

El número de formas de las cuales el rey del ajedrez 
puede alcanzar alguna casilla de la. n-ésima ho- 
rizontal es igual a la suma de los números de modos 
de los que se alcanzan los tres casillas vecinas de la 
hortzontal т — 1. 

Aquí so considera que para la casilla еп la que 
el rey se halla al principio hay una sola forma 
(no moverse dol lugar), y para las demás casillas 
de la horizontal cero no hay ninguna manera. 


TRIANGULO ARITMETICO 
GENERALIZADO 


El triángulo de la fig. 22 se puedo representar 
de otra forma, desplazando todos los números 
hacia la derecha de modo que la tabla quede en 
la parte del tablero delimitada por dos somirrectas 
perpendiculares. En este caso, la regla de obten- 
ción de cada número de la tabla se enuncia así: 

Сайа número es igual a la suma de tres de la fila 
precedente; del que se halla directamente sobre él 
y de los dos vecinos de la izquierda. Además, en 
el vértice se halla el número J, y todos los demás 
elementos de la fila cero son iguales a cero. 

Por ojemplo, ol número 16 de la cuarta (а 
es la suma de los números 3, б y 7 do la torcora. 

Queda totalmente elaro cómo generalizar ahora 
el triángulo aritmético. Tomemos algún número 
natural m y Monaromos la tabla según la regla 
siguiente: en el ángulo superior izquierdo es- 
oribiremos el número 1, y en todas las demás 
casillas de la fila cero, coros. Dospués, оп cada 
casilla de la primera fila oscribiremos la suma 
de т olemontos de la fila cero: del que se halla 
directamente sobre el buscado y de m — 1 ele- 
mentos а la izquierda de éste. Está claro que 
entonces los primeros m elementos de la primera 
ви 


fila során iguales a la unidad, y los domás, a cero 
(si al formar la suma faltan sumandos, los que 
faltan so consideran iguales a cero; өп otras pa- 
labras, la tabla so completa a la izquierda por una 
tabla formada de ceros (véaso la tabla 7). 

En forma totalmento análoga so escriben las 
filas restantes do la tabla: cada olomento do 
ésta es igual а la suma do т olomentos de la fila 
anterior: del que so halla directamonto Sobre 
Tabla 7 


оо |1: оооооооюо 
0.01 14 10. 0.0. 0.0.0 
0.011.932 ЕИ: 
00156769100 
оо [л 4 40 46 49 16 10 4 4 


él y de m— 1 a su izquierda. En particular, ol 
triángulo aritmético se obtiene para m= 2; el 
de la tabla, 7, para m= 3. 

Para distinguir entre sí los triángulos aritmé- 
ticos con distintos valores do m, los llamaremos 
m-triángulos — aritméticos. El elemento dol 
m-iriángulo aritmético que se halla on la intorsoc- 
ción de la n-ésima horizontal y la X-ésima vertical 
será designado por Cm (к, п). De la definición 
del m-triángulo aritmético se desprende que 
los números Cm (k, n) satisfacen а la relación 
Cm (y п) =p (k, n—1)+Cm (4, п—4)+... 

ЕС (Ет, n—1) (8) 
Además, se cumplen las condiciones 
1, si 0<k<m-t; 
Calk 0) {у ы уул. 


TRIANGULOS ARITMETICOS 
GENERALIZADOS Y SISTEMA 
DE NUMERACIÓN m-ESIMAL 


Los números Cm (k, n) están relacionados соп 
ol sistema de numeración m-esimal. Precisa- 
monte, Cp (k, n) es igual а la cantidad de ni- 
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meros de n cifras en el sistema de numeración 
m-esimal, para los cuales la suma de sus cifras es 
igual a k. Aquí el término «de п cifras» lo cnten- 
demos en ol sentido amplio, admitiendo tam- 
bién números que со con uno o varios 
ceros, Así, 00! 215 so considera un número do 
seis cifras y la suma do sus cifras es igual a 9. 
Para demostrar la afirmación enunciada, de- 
signemos la cantidad do números de n cifras en 
el sistema do numoración m-ésimal, para los 
cuales la suma de sus cifras es igual a k, mediante 
Bin (k, п). Domostraromos que los múmoros Bj (#, 
n) satisfacen а la misma relación (3) que los 
Cm (k, п). En efecto, la última cifra do un nú- 
mero en el sistema do numeración m-esimal puedo 
tomar шо de los valores 0, 4, ... т — 1. 
En correspondencia con esto, la suma de las cifras 
del número de л — 1 cifras que so obtieno del 
de п cifras eliminando la última, puede adquirir 
uno de los valores Ё, k— 1, к—т-+ 1. 
En virtud de la regla de la suma, de aquí зе ob- 
tieno que 
Bin (k, п) = Bm (k, п—1)+... 
Въ (Е— т 4+1, n—1). (4) 


Además, está claro que Bm (k, 1) es igual a 
1si0<k<m—1, y a 0 en caso contrario 
(en el sistema do numeración m-esimal hay sola- 
mente un número de una cifra cuya suma de cifras 
sea iguala ksi 0 <k <m t, y ас шумы 
no, зі k> т). Do osto modo, la primera fila 
de la tabla do números B, (k, Я) coincide con 
la primera de la tabla do números С, (k, п). 
Como las loyes (3) y (4) de formación de cst 
tablas también coinciden, рага todo k y n ten- 
dremos quo Bm (k, п) = Cm (k, л). 


ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS 
NUMEROS Cm (k, n) 


Los númoros Cp (k, n) poseen toda una serie 
do propiedades que ве asemejan a la do los Ch, 
Esto no ез de extrañar, ya que, en virtud de la 


composición del triángulo aritmético, so tiono 
que Ca (k, л) = Ch. Obsérvese, en primer lugar, 
que Cm (k, л) es diferente de cero solamente ра! 
0<k-<n(m— 1). Esto so deduco directa- 
jente del m-tciángulo 
aritmético es más larga que la precedento en 
т 4. 

Demostremos shora quo los númoros Cm (k, 
n) poscen la siguiente propiedad de simetría: 


Cra (k, п) = Сы (n (m—1)—k, п). (5) 


Para esto, pongamos en correspondencia a cado 
número de л cifras on el sistema do numeración 
m-csimal un «número complementario», que so 
obtiene sustituyendo cada cifra por su comple- 
mento hasta т — 1. Por ejemplo, en el sistema 
T-esimal de mumersción el complemento de 
3 140 216 será el número 3 526 450. Está claro 
que зі la suma de las cifras del número dado сга 
igual а k, la do las del complementario sorá 
igual a n(m—1)—k. Por esto, hay tantos 
números de п cifras cuya suma de cifras сз igual 
a k, como con suma de cifras igual a п (m — 1) — 
— k. Pero esto, procisamento, se expresa median- 
to la igualdad (5). 

Como la cantidad general de números do r 
cifras en el sistema de numeración m-osimal es 
igual a т" (véase la pág. 11), tiene lugar la ro- 
lación 


Cm (0, п) 


0, м)... 
Cp (п (m—1), п) тт, (6) 
Domostremos ahora la relación 
Cm (0, 1) Cm (k, n=) + 
+001, D) Cm (8—1, п)... 
+e T Cm (k, 1) Cm (0, n— 0) = Cm (k, п), (7) 
dondo 0 < 1 < n. Para osto, dividamos todos los 
números de n cifras cuya suma do cifras ез igual 
а k, en clases. Hagamos portenecer a la s-ésima 
elase los números cuya suma do las primoris 2 
cifras es igual а s. Entonces la suma de las n = 1 
restantes será igual a k — s. En virtud de la reglo 
del producto, obtenemos que en la s-ésima clase 
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figuran Cm (з, 1) Cm (k — s, п — 1) números. Co- 
mo la cantidad total de números de л cifras con 
suma do éstas igual a % ез igual а Cm (k, л), 
obtenemos, sogún la regla do la suma, la relación 
@. 

En particular, para ¿= 1 la relación (7) nos 
conduce a la igualdad (3) (puesto que Cm (к, 1) = 
5:1 para 0Sk<m—1 y С, (6, 1)= 0 
si а> т). 

Domostremos, por último, que tieno lugar la 
igualdad 


Ст (вп, п) HC бы (Еп, п 0)... 
Стд (еп Hs, п 8)... 
=C plm- (k, 0) = Ст (E, п). (8) 


Para esto, dividamos todos los números do л 
cifras en el sistema de numeración m-esimal, 
cuya suma de cifras es igual a k, en clases. Hare- 
mos pertenecer а la clase sésima, 0 <: -< n, 
los números en cuya escritura m-esimal hay 
exactamente з ceros. 

Hallemos cuántos números figuran en la claso 
sésima. Cada número de dicha clase зе puedo 
escoger en dos etapas. Primeramente se cligen 
los lugares en los cuales se hallan los coros. 
Como so consideran los números de n cifras, y la 
cantidad de ceros es igual a з, esto so puedo efec- 
шаг de С? maneras. Efectuado esto, tachemos 
todos los ceros y restemos 1 de cada cifra restanto. 
Obtenemos entonces un número de n — s cifras, 
en ol cual figurau las cifras 0, 1, .. т 2 
(es decir, un número del sistema (m — 4)-osimal 
do numeración), La suma de las cifras de este 
número es igual а k— (n— s) = k — n + s. 
La cantidad de tales números ев igual a Cms (#— 
— n+ s, n- з). De los razonamientos expues- 
tos se aprecia quo еп la clase s-ésima figuran 
СўС з (k — n +s, n— s) números. Como la 
cantidad total de números do n cifras, cuya вит 
do cifras es k, es igual a Cm (k, л), obtenemos, 
en virtud de la regla de la suma, la rolación (8). 


Como С; (k, n)= Ch, de la relación (8) se 
deduco que 


Calk, п) = СДО" СЛОЋ H... ССА. 
Aplicando varias vecos la fórmula (8), so obtione 


la expresión de Cm (k, n) medianto los «coofl- 
cientes binómicos. 


LA FICHA EN LA ESQUINA DEL TABLERO 


Tomemos nuevamente un tablero do ajedrez 
infinito, delimitado por dos semirrectas per- 
pendiculares, y coloquemos una ficha en la es- 
quina de este tablero (fig. 23)". Escribamos en 


k A Й 
{7 
@ 
Р 
f; 7, 
7 {7 
ý 
Fig. 23. 


cada casilla do este tabloro el númoro de formas 
do las cuales la ficha puede llegar hasta ella. 
El rosultado so diforonciará del obtenido antes, 
cuando el tablero estaba limitado solamente por 
una línea recta (véaso la pág. 78), puesto que 
ahora la ficha no puedo pasar la frontera vortical, 
Por esto, el número de posibilidades de llogar 
hasta alguna casilla es menor: al ir а esta casilla, 
la ficha no puedo desviarse demasiado hacia lo 
izquierda, Por ejemplo, a las casillas que so 


Ел la figura so representa una columna suplementa- 
па, que hos sorá necesaria después. е 
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encuentran a lo largo de la frontera, la ficha 
puedo llegar solamente dosde una casilla, y по 
desde dos, como tenía lugar en la pág. 78. En 
dicha pág. so expresaba que ol número escrito en 
cada casilla negra cra igual a la suma de los dos 
escritos en las casillas negras vecinas de la hori- 
zontal precedente, Para «que esta loy conservo su 
validez también ahora, hay quo trazar una ver- 
tical más а la izquierda de la frontera, y escribir 
un coro en cada una do sus casillas negras (os im- 
posible llogar a esta casill: 

Calculemos de cuántas manoras se puede llegar 
hasta cierta casilla. teniendo on cuenta la limi- 
tación efectuada, Cada camino puede sor escrito 
on forma do sucesión de ceros y unidades: el cero 
indica un movimiento hacia la izquierda, y la 
unidad, hacia la derecha. En esto caso, la can- 
tidad de ceros y unidados se dotermina solamente 
рог la casilla a la cual debe llegar la ficha, Por 
ejemplo, cualquier camino de 4 ceros y 6 uni- 
dades conduce а la casilla que so halla en la i 
torsección de la segunda vertical y la décima 
horizontal (igual que antes, consideramos que 
Tas líncas extremas tienen número coro). 

Sin embargo, no cualquier sucesión de coros 
y unidades es admisible, Por ejemplo, no se puede 
comenzar a partir de coro: este movimiento saca 
directamente a la ficha fuera de los lí 
tablero, Las sucesiones admi 
guiente propiedad característica: delante de cada 
lugar hay no menos unidades que ceros; en cada 
momento del movimiento la cantidad de despla- 
zamientos hacia la derecha debe ваг no menor que 
la de dosplazamientos hacia la izquierda. Do 
otro modo, la ficha resultará fuera do los límites 
del tablero, 

Así, pues, dobomos hallar cuántas sucesiones de 
k ceros y т unidades tlenen la siguionte ргоріс 
delante de cada lugar do la sucosión, la cantidad 
de unidades no es menor que la de coros. Pero 
esto problema уа fue resuelto on la pág. 53 
(8610 que entoncos tomábamos la letras «r» y «с» 
еп lugar de coros y ппійайез) ГАШ fue demostrado 
que ol númoro de talos sucesiones es igual a 


С". Esto número, precisamente, 


debe sor escrito en la intersección de la horizontal 
тку la vortical m — k. 

Ubiquemos ahora а la ficha no on la esquin: 
sino en la g-ésima casilla do la horizontal coro 
(en contra do las reglas del juego де damos, osta 
casilla puedo ser también blanca). Ahora la ticha 
tiene g movimientos de roserva hacia la izquierda. 
Este caso corresponde al problema estudiado еп 
la pág. 54, en el cual ol cajero se había abaste- 
cido de antomano do y monedas de 50 kopeks. 


Ш? 
2, KA 
124 
2 кыбы” 
A V 
Я TO Т 


Fig. 24. 


Utilizando la respuesta allí obtenida, llegamos 
a la siguiento conclusión: la ficha llega а cierta 
casilla después de hacer k movimientos hacia la 
izquierda y т hacia la derocha, 0 < < m + g, 
el número de formas diforentes de llegar hasta 
dicha casilla es igual a Сү — СЧА, з. En la 
fig. 24 so ropresenta la tabla que apareco para 
ol caso q= 3. 


EL PENTAGONO ARITMÉTICO 


Giremos el tablero 45°. Entonces la ficha se 
desplazará por rectas verticales y horizontales, 
estando la frontera inclinada con respecto а ostas 
rectas un ángulo de 45°. Por esto, el problema sobre 
la ficha en la esquina adquiere la forma siguiente: 
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Еп la esquina de un tablero de ajedrez se halla una 
torre, ¿De cuántas formas puede ésta llegar hasta 
la casilla (т, K), despl azándose de la manera más 
corta y sin atravesar en su desplazamiento la dia- 
gónal del tablero (la torre no puede entrar en 
los casillas do esta diagonal)? 

Do lo demostrado más arriba se deduco que 
para k < m ol número do dichas formas os igual 


Fig. 25. 


= CR, y para k> т, a cero. Si 
se desplaza la diagonal en g casillas hacia la de- 
recha, la respuesta toma la forma siguiente: 


рага 0<k<»m-+q el número de formas es 


1111410 Моо 
|2 |з |45 50 
тз |е | |s | 20 ^0, 
1N 4 о |20 |35 |55 |75 
о |4114 | % | 69 |24190 
o | о Ги 4a |117 [гн [300] 


igual а pH 
a сего. 

Si el tabloro do ajedrez es finito, los números 
de esta tabla diforontes de cero forman un pentá- 
gono (fig. 25). Esto se llama pentágono aritmé- 
tico. La misma denominación se conserva también 


y para ёп 


рага la tabla que se obtiene en el tablero infinito 
delimitado por dos somirrectas perpendiculares. 
La propiedad fundamental del pentágono arit- 
mótico coincide con la propiedad fundamental 
del cuadrado aritmético: cada número del primero 
es igual a la suma do dos: del quo se halla encima 
de ésto y del que está a su izquierda. La dife- 
rencia entre el pontógono y el cuadrado aritmé- 
ticos consisto en quo Ја diagonal del pentágono, 
que se halla { líneas por encima de la diagonal 
principal, está formada por ceros (ésto pentá- 
gono se asemeja al triángulo aritmético consi- 
derado en la pág. 79). 
Tomemos ahora un tablero delimitado por 
dos semirrectas porpendiculares y tracemos en él 
ino dos líneas, paralelas a la diagonal 
а de ella y s líneas 
por dobajo. Consideraremos que ambas líneas 
están «prohibidas» para la torre, y escrihamos 
en cada casilla del tablero el número de formas 
de las cuales la torro puedo Педаг hasta dicha 
casilla. La tabla obtenida lleva el nombre do 
hezágono arlímético. En la fig. 26 se representa 
dicha tabla para el caso 9=3, з 
El hexágono aritmético puede ser interpretado 
también como sigue. Tomemos un tablero de 
ajedrez delimitado por un segmento de s+ 9 
casillas de longitud y por dos semirrectas per- 
pondiculares a éste, y ubiquemos una ficha en 
la casilla quo se halla a s casillas de distancia 
de una esquina y а q do la otra, Escribamos on 
cada casilla el número do formas de las cuales 
puede ser alcanzada ésta por nuestra ficba. 
Girando esta tabla en 45°, obtenemos el hexá- 
gono aritmético, 


METODO GEOMETRICO 

DE DEMOSTRACION DE LAS 
PROPIEDADES DE LAS 
COMBINACIONES 


En el capítulo 11 fueron demostradas algunas 
des de las combinaciones. Mostremos 
cómo so deducen estas propiedades en forma 
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más gráfica, utilizando razonamientos geomé- 
tricos. 

Mostromos primeramente cómo se deduco la 
relación 


сў+сї+сү+. 


Para esto, consideremos todos los caminos que 
conducen desdo el punto А (0, 0) hasta los 
puntos del tipo В, (k. n — k), 0 < < n (fig. 27). 

Estos caminos se dividen en clases, según 
en qué punto Bj, 0 << л, éstos culminan. 
Al punto В, conducon Р (k, n— А) = Cf ca- 
minos, Nos queda por calcular el número total 
de caminos considerados. Cada uno de éstos tiene 
longitud п. Se lo puede cifrar mediante una 
n-sucosión de ceros y unidados, poniendo en co- 
rrespondencia ceros a los segmentos horizontales 
y unidades a los verticales. Pero cl número de 
todas las n-sucesiones es igual а 2°. Con esto 
queda demostrada la relación (9. 


+12". (0) 


Fig. 27. 


En la pág. 77 ya hemos demostrado geomé- 
tricamente las relaciones 
С=С} y сї=сз y 
De esta manera so pueden demostrar tam- 
bién igualdades más complejas. Tracomos una 
rocta vortical de abscisa т, 0 < m < k (fig. 28). 


Cada camino quo conduce desdo el punto A (0, 0) 
hasta el B (k, n) corta a esta rocta y pasa ade- 
más, posiblemento, parcialmente por esta recta. 
Dividamos ol conjunto de todos los caminos 
desdo A hasta В en clases, haciendo pertenecer 
a la sésima los caminos para los cualos ol último 
punto común соп la recta z= m es el Ds (т, +). 


Fig. 28. 


Calculemos ahora cuántos caminos que unen 
los puntos А у B portenecen й la: s-ósima clase, 
Cada uno de éstos está formado por el camino 
que va desde A hasta Оу, por el segmento desdo 
Ds (т, s) hasta D; (т + f, s) (ya que D, es 
el último punto de la recta z == m en este camino) 
y por ol camino desde Ds (т -+ 1, s) hasta el 
punto B (k, n). Según la fórmula (1), desde el 
punto А (0, 0) hasta ol 2, (т, з) conducen 
Р (т, з) caminos. Desde el punto D; (m +4, з) 
hasta el B (k, n) conducen Р (k — m — 4, n — s) 
caminos (para llegar desdo D, hasta B hay que 
pasar k— т — 1 segmentos unitarios hacia 
la derecha y n — s hacia arriba). En virtud de 
la regla del producto, ol número total de cami- 
nos de la clase s-ósima се igual a 


Р(т,зуР(#—т—1,п—). 


El número de todos los caminos desde A hasta B 
es igual а P (k, n). Por esto, en virtud de la regla 
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de la suma, so obtiene que 
рї, пу P (т, 0) P (k— т 1, п) 
Арт, 1)Р(й—т—1, п... 
С +Р(т,л)рР(#— т—1, 0). 
хма igualdad so puedo escribir como sigue: 


Ra ato HORT ORENT H- 
(10) 


„+ "ос 


(véase la fórmula (24) de la pág. 38). 
En particular, para m==k—1 se obtieno la 
relación 


соі +. 


40 
Obsérvese que las relaciones (10) y (11) pueden 
sor deducidas aplicando reiteradas veces la ro- 
lación С = CHA + СА 
Proponemos que el lector demuestre por su 
cuenta, geométricamente, la fórmula (23) de 
ln pág. 38: 
сртот HORE O 
онон. HOt, 


donde 0 <s <k, 0 < <n. 

Con este fin, es necesario trazar una recta que 
разе por los puntos D (k—s, n) y E (k, n— s) 
y dividir ol conjunto de todos los caminos desde 
А (0, 0) hasta B (k, п) еп clases, según рог qué 
punto do dicha recta pasen éstos. La fórmula (12) 
se diferencia solamente en las notaciones do la 
(23) do la pág. 38. 

Por esto método geométrico se puede domos- 
trar además toda una serio de relaciones рага 
los números Cf**, dividiendo de diferentes for- 
mos оп clases los caminos que conducen desde 
A (0, 0) basta B (k, n 

Para demostrar análogamente las relaciones 
entro los números P (пу, ..., пд) (véanse las 
fórmulas (27), (28) de la pág. 39), habría que 
aplicar la geometría multidimensional. No nos 
dedicaremos a efectuarlo. 


(2) 


Obsérvese que también las relaciones entre 
los números Cf, deducidas on las págs. 55—57, 
también admiten una interpretación geométrica, 
Para csto, bay que tomar un tablero con una 
línea paralela а la diegonal principal trazada 
en éste y considerar solamente los caminos que 
no cortan a esta línea (pero que pueden tener 
соп ésta puntos comunes). Dividiendo ol conjunto 
do estos caminos en clases de diferontes maneras, 
se obtienen las fórmulas establecidas en ol capí- 
tulo Ш. 

La propia resolución del problema sobre la cola 
de la caja puede scr interpretada geomótrica- 
mente de un modo muy sencillo, El proceso dol 
paso de la cola puede ser representado geométrica- 
monte, poniendo en correspondencia a cada mone- 
da de 50 kopeks un segmonto horizontal, у а cada 
rublo, uno vertical. De la hipótesis del problema 
queda claro que esta gráfica no debo intersecar la 
diagonal principal. Las transformaciones efec- 
das en la resolución (la adición de una persona 
con una monoda de 50 kopeks a la cola y la sus- 
titución de estas monedas por rublos, y vice- 
versa) adquieren un significado geométrico sen- 
cillo: éstas se reducen a un robatimiento de la 
gráfica del paso de la cola con respecto'a la recta 
paralela a la diagonal principal y que so halla 
a una unidad de longitud de distancia a ésta. 
Dojamos que ol lector traduzca al «lenguajo geo- 
métrico» los razonamientos que fueron utili- 
zados en la resolución de oste problema. 


NOVIMI 


NTOS ALEATORIOS 


Los problemas analizados más arriba sobro 
el movimiento de las figuras del ajedrez están 
estrechamente ligados a los problemas de los 
movimientos aleatorios, de gran importancia оп 
la física. Consideremos el siguiente problema, 
propuesto on 1945 en la VIII olimpíada mate- 
mática de Moscú. 

Se tlene una red de caminos (fig. 29). Desde el 
punto A salen 2N personas. La mitad de ellas va 
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en la dirección l, y la otra mitad, en la dirección 
т. Al llegar al primer cruce, cada grupo se divide: 
la mitad va en la dirección l, y la otra, en la т. 
Igual división tiene lugar en cada cruce. ¿Dón- 
de estarán estas personas despuis de pasar N seg- 
mentos y cuántas personas habrá después de esto 
en cada cruce? 

Como el número total de segmentos que pasa 
cada persona es igual a Y, оз evidento que todos 
ellos quedarán en los puntos B, con coordonadas 
del tipo (к, N — k), donde k adquiere los 
lores 0, 4, ...., M. Todos estos puntos están 
situados en la recta que pasa por los puntos 
Bo (0, N) y By (№, 0) (véase la fig. 29). 

Ahora debomos averiguar cuántas personas 
llegarán al punto В, (k, N— k). Para esto, 
cifremos todos los caminos que conducen desde 
А (0, 0) hasta los puntos Ву (k, N — k), k= 0, 


fs.. N, medianto ceros y unidade., Obten- 
A B a 
Bal0 N) 
(ОУК) 
т 
A т” ay (M0) 
Fig. 29. 


dremos todas las N-sucesiones posibles, forma- 
das por ceros y unidades. Y, como sabemos, 
hay 2N sucesiones de este tipo, es decir, tantas 
como personas salieron desdo el punto А. De aquí 
se deduce fácilmonte que cada camino lo pasará 
exactamente una persona. Por esto, a cada punto 
В, (k; N — k) llegarán oxactamento tantas per- 


sonas como caminos más cortos conduzean hasta 
ésto desde ol punto A. Pero la cantidad de estos 
caminos más cortos ya la hemos calculado. Esta 
es igual а 
м 

Рф. Nk) =C =p, ar" 

Así, pues, al punto Bh (k, N— i) logar 
ra personas. Esta cantidad es igual 


al k-ésimo número de la N-ésima fila dol trián- 
gulo aritmé 


MOVIMIENTO BROWNIANO 


Al problema que acabamos de resolver so lo 
puede dar la siguiente forma, en esencia equi- 
valente: 

Desde el punto O de la recta Oz parten 2N per- 
sonas. La mitad de éstas va hacia la derecha, y la 
otra milad, hacia la izquierda. Al cado de 1 hora 
cada grupo se divide nuevamente en dos mitades, 
partiendo la primera hacia la derecha y la segunda 
hacia la Izquierda. Tal división tiene lugar cada 
hora. ¿Cuántas personas llegarán a сайа punto al 
cabo de N horas de la partida? 

Considerarcmos que durante una hora éstas 
recorren la mitad do la unidad do trayectoria. 
Razonando on forma oxactamente igual a como 
lo hicimos en la resolución del problema pre 
cedente, obenemos cl siguiente resultado: al 
cabo de № horas los participantes del pasoo so 


hallarán en los puntos В, (2) TAN 


+=» N (el punto O es ol origen do coordenadas). 
Además, al punto Въ llegarán С} = р у 
porsonas. 

Es poco probablo quo las personas caminen 
de la forma descrita más arriba (a propósito, 
en una variedad folklórica de esto problema on 
el punto O se halla un despacho de bebidas...). 
Sin embargo, еп algunos problemas de la física 
tales pascos surgen de una manera natural. 
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Precisamente, cada paseo ев cl modelo elemental 
del lamado movimiento browniamo, efectuado 
por las partículas debido a los choques de las 
moléculas, 

Consideremos partículas que se pueden des- 
plazar solamente on una línea recta, Como los 
choques de las moléculas tienen un carácter aloa- 
torio, en una primera aproximación se puedo 
considerar que duranto una unidad de tiempo la 
mitad do las partículas se desplazará en 1/2 de 
la unidad do longitud hacia la derecha, y la otra 
mitad, on 4/2 do esta unidad hacia la izquierda 
(on realidad el proceso es mucho más complejo 
y son posibles movimientos on segmentos dife- 
tentes). Por esto, sí se toman 2% partículas, quo 
se hallen al principio en el punto 0, éstas зе des- 
plazarán aproximadamente сото fue descrito 
en nuestro problema, Esto desplazamiento de las 
partículas so denomina en la física difusión. 
El problema que hemos resuelto sobre cl movi- 
miento aleatorio de wna muchodumbre nos per- 
mite hallar cómo se distribuyen las partículas 
que se difundon al cabo de cierto tiompo del 
comienzo de dicho proceso. Precisamente, al cabo 
de N unidades de tiempo las partículas se 
tribuirán según la siguiente loy: en el punto 
в, (0-Х) habrá с = y EL раене 

К z) * = NEP = 
Como ya hemos destacado, las númoros C} 
son los elomontos de la N-ésima fila dol triángulo 
aritmótico. En una difusión de otro carácter, 
se obtendrán los números de la M-ésima fila 
del m-triángulo aritmético. Precisamente, su- 
pongamos que al principio en ol punto O había 
mN particulas. Estas fueron divididas on m 
partos iguales y situadas en m puntos do la recta 
Оз, siendo la distancia entre los puntos vecinos 
igual a 1 y estos puntos simétricos con respecto 
al punto O. Después, cada parte so divide de la 
misma manera (se sobreentiende que si se divide 
una parte que se halla en algún punto В, las 
partículas son situadas en m puntos simétricos 
con respecto al В). Después de Y pasos las parti 
culas se encontrarán en los puntos B, de coorde- 


nadas k— TZN, donde k=0, . 


+ +, ба — 1) N. En esto caso, en el punto By 
habrá Cm (N, k) partículas. 

Para grandes valores do N el cálculo del nú- 
mero do partículas en cada punto so vuolvo do- 
masiado complejo. Pero, como sucodo con fro- 
cuencia en las matemáticas, al crecer la comple- 
jidad la ley do distribución comienza a aproxi- 
marse а una loy límite sencilla, y dicha loy des- 
cribe la distribución do partículas con tanta mayor 
exactitud cuanto mayor sea el número do stas 
y cuanto más compleja sea la ley exacte. 

En la teoría de probabilidades so demuestra 


que para grandes valores de N еп el sogmento 


[т + 5] опао а es pequeño con respec- 
lo а N, habrá aproximadamente 
me] 


24m 8] 
RT 


ex 
VEN (m1) 

partículas. Esta afirmación se puede interprotar 
como sigue. Tracemos una linca escalonada, cuya 
altura on ol punto B, (#— 25 } N) sea igual 
а Cm (N, k). Disminuyamos todas Јаз abscisas 


de la linea obtenida en Ж ЗЕ!) vecos, y todas 


N 
las ordenadas en тшш, veces. Entonces, 
si N es grando, se obtendrá una línea escalonada 
quo зе diferencio muy poco de la gráfica de la 
función 


Р 


a 


a 

Esta función fue introducida еп la teoría de 
probabilidades por ol gran matemático alomán 
K. Gauss. Por esto, se denomina función de 
Gauss. Esta juega un papol muy importanto по 
sólo on los problomas do la difusión de los gases, 
sino también on la teoría de la conducción dol 
calor, еп la teoría de los errores, ete. 


Mediantelexp x homos designado e =. 
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EN EL REINO DE LA ZARINA ОЕ 
SHEMAJAN 


Volvamos һ las dcambulaciones de una mu- 
chedumbre sobre el eje Oz. Sólo que ahora su- 
pondremos que a la izquierda del punto O, desde 
el cual ésta partió, se extienden... las posesiones 
de ln emperatriz de Shemaján, que jugó un papel 
tan triste on el dostino del infortunado zar 
Dodón y de sus hijos". Como el lector, probable- 
mente, recordará, los que entraban en las tierras 
de olla ya no regresaban. Nosotros tambi 
consideraremos que los que caen en la mitad 
izquierda del eje quedan allí. Se pido hallar 
cuántas personas quedarán en ol reino de la zarina 
de Shemaján y dónde quedarán las restantes ul 
cabo de N horas de la partida desde el punto O. 

Resulta ser que este probloma se reduce al que 
estudiáramos más arriba, sobre la cola de la 
caja del cine. En efecto, analicemos los despla- 
zamientos de cierta persona que haya partido 
del punto O. Estos desplazamientos pueden fi- 

пзе mediante una sucesión de números 1 y 
—4: a cada movimiento hacia la derecha lo co- 
rresponde el número 1, y a cada uno hacia la 
¡aquierda, el —4. Si en esta sucesión hay & uni 
dades, la persona se desplazará k veces hacia la 
derecha y N — k hacia la izquierda. Como re- 


sultado, ésta dobería quedar en ol punto B} (+= 


= >)". Sin embargo, esto tondrá lugar sólo en 
el caso en que nuestro caminante no caiga por 
el camino en el roino de Shomaján, Pero Jlegaró 
а esto reino si en algún instanto el número do des- 
plazamientos hacia la izquierda resulta ser mayor 
quo hacia la derecha. 

Si on lugar de desplazamientos hacia la de- 
recha y hacia la izquierda se consideran personas 
que tengan monedas de 50 kopeks y rublos, so 
puedo decir que la llegada al reino de la zarina 


э Alusión al cuento èn 
sohre ol gallo dorados (N. 


ааа que ea 
on 3/2 de la unidad de o 


de Shemaján corresponde a una detención оп 
la cola de la caja. Esto significa que el número 


de personas que llegan al punto В, (+= EN 


es igual al número de casos en que la cola, en la 
que hay А poseedores de monedas до 50 kopoks 
y N — k poseedores de rublos, pasa sin tropiezos. 
Y nosotros sabemos que esto número es diforento 
de сего sólo si # >A — k. En dicho caso éste 
ез igual a (véase la pág. 53) 


N N! (2k- NH, 

ГЕ)" 
De esta forma, al cabo de N horas después 

de la partida de 2N personas desde cl punto O, 


ав, (4— 5) ¿donde 2k > N, llegarán С! 


A(N—k, k)= 


X 
Tm 


— CÑ_a-1 personas. Ahora ya по es difícil cal- 
cular cuántas personas quedarán en el reino de 
Shemaján. Para esto, snmemos primeramente los 


a desde к= E (F) + 


+ 1% hasta N. Obtenemos así que CY_ p @- 


números СХ, — С] 


по Hegaron al reino де Shemaján. Y como en total 
salieron 2N personas del punto O, en las posc- 
siones de la zarina de Shemaján habrá quedado 


2N СХ (Ay 1 personas, 
н-т)" 

Si el reino de Shomaján comenzase no а la 
izquierda del punto O, sino а la izquierda dol Oy 
(de abscisa—$) , ol resultado sería un tanto dito- 
rento, Precisamente, resultaría que on los puntos 
в, (+3). > EFS, s hallan Cia 
— сў а-а Personas; los restantes se hallan en 
las posesiones de la zarina de Shomaján. Esto 


so desprende directamente de los resultados del 
problema de la pág. 54. 


* Véase la nota al ple de la pag. 57. 
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LA PARED ABSORBENTE 


Ya hemos expresado que los problemas sobre 
los movimientos aleatorios son de gran impor- 
tancia para la física: son modelos olementalos 
do la difusión de partículas. El problema sobre 
la zarina de Shemaján también tiene una inter- 
pretación física sencilla: simplemento a la izquier- 
da del punto O se halla una pared de un material 
quo absorbe las partículas, Si la pared pasa por 
el punto O, surge ol caso considerado а] prin- 
<ipio. Si, en cambio, ésta se halla a una distancia 
de g2 unidades de longitud del punto O, se 
vbticne el problema examinado al final del apar- 
tado antorior, 

En los tiempos en que la aplicación práctica 
fundamental del análisis combinatotio y del 
cálculo de probabilidades era la teoría de los 
juegos de azar, el problema sobre los movimientos 
aleatorios con absorción se enunciaba de otro 
modo. Se trataba de «juegos hasta la ruinas. 
Supongamos que dos personas juegan, por cjem- 
plo, a cara o cruz, Después de cada partida, el 
que pierdo le paga un rublo al ganador, El par- 
ticipanto que pierde todo el dinero cesa de jugar, 
Habia que aclarar la probabilidad de distintos 
desenlaces del juego, si al principio un jugador 
tonía р rublos y el otro, q rublos. Es evidente la 
relación que existe entro este problema y el de 
ln difusión de partículas on una región deli- 
mitada por dos lados por paredes absorbentes. 


PASEOS EN EL PLANO INFINITO 


Hasta ahora heros estudiado o bien deambula- 
ciones de una torre do ajedroz, que tenía de- 
recho a desplazarse solamente hacia arciba o hacia 
Та derecha, o bien, lo que es en esencia lo mismo, 
deambulaciones sobro la recta infinita. Estudie- 
mos ahora el caso en que la torre se desplaza en 
cualquier dirección sobre un tablero infinito. 
En otras palabras, resolvamos el siguiente pro- 
Меша: 


Una torre de ajedrez se halla al principio en la 
casilla O (0, 0) de un tablero de ajedrez infinito 
en todas direcciones. ¿De cuántas maneras ésta 
puede llegar hasta la casilla А (р, q) hactendo N 
movimientos (suponemos que ón un movimiento la 
torre so desplaza a una casilla vocina)? 

En virtud do consideraciones de simetría, 
es suficiente ostudiar ol caso оп que р > 0, q > 0. 
Si la torre so movícee por ol camino más corto, 
ésta alcanzaría las casillas А (р, 9) al cabo de 
p + g movimientos. Por esto, debo cumplirse la 
desigualdad У 22р + о. La diferencia entro 
el camino de № movimientos y el más corto con- 
siste en que la torre efectúa algunos movimientos 
quo se excluyen el uno al otro; es evidente quo el 
número de estos movimientos es par. Por esto, 
N—p—q es un número par. Hagamos N — 
—p—9=2ke 

Supongamos que fueron efectuados ғ movimien- 
tos hacia la izquierda. Entonces ol número de 
movimientos hacia la dorecha es igual a р -+s 
y рага los desplazamientos por líneas verticales 
quedan N—p—2%=g9+2(k—=s) movi 
mientos. De éstos hay que ofectuar k — з moyi- 
mientos hacia abajo у g-+k— ғ hacia arriba. 
Por esto, s debo satisfacor-a la desigualdad 0 < 
<.<k 

Рага cada valor de s que satisfaga a osta desi- 
gualdad obtenemos varios caminos, formados por 
£ movimientos hacia la izquierda, р + л haci 
la derecha, k — s hacia abajo y q + k — s hacia 
Estos movimientos pueden efoctuarso 
en cualquier orden, por lo cual el número do 
disposiciones es igual а Pl p+ s, k= s, 
g+ k~ s). De aqui so deduce quo el número 
total 7 de caminos quo conducen hasta la casilla 
A (р, q) al cabo de № movimientos es igual a 


[1 


т= Ў Pis, pHs 6-8, 44-68) 
12 


à 
-5 (р-а 201 
2 Ета 
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Transformemos la expresión obtenida. Para esto, 
obsérvese que 

A Dd 2k)! 
A FONERA 


(ptk)! 
Aran 
сн E 
e SAFN 
por № сме] 


тсн pl ссн. 


Pero on el segundo miembro de esta igualdad 
зо halla la suma do los productos de pares СЇСЋ, 
cuyos índices superiores son constantes, siendo 
uma de los inferiores igual а k. Aplicando la 
fórmula (23) де la pág. 38, se obtieno que 


снна 
теорнн, 


о bien, ya que р++0+2®=/, 
т=сўыс. 


PROBLEMA GENERAL DE LAS TORRES 


Pasemos a un nuevo ciclo de problemas com- 
binatorios en el tablero do ajedrez. Estos proble- 
mas están rolacionados con el cálculo del número 
de distribuciones do dos figuras dol ajedrez (reyes, 
reinas, 0tc.), en las cuales una puedo comer a la 
otra, Está claro quo con esto so calcula también 
el número do disposiciones en las cuales estas 

uvas no so pueden comer una a la otra: es quo 
el nýmoro total de disposiciones de dos figuras 
so calcula directamento según la fórmula de los 
arreglos. 

Algunos problemas до esto tipo ya han sido 
resueltos: en la pág. 25 fue analizado el problema 
sobre 8 torres en un tablero común de ajedrez. 
Gencralicomos esto problema y tomemos un 
tabloro de m X п, es decir, un tablero formado 
por m líneas horizontales у п verticales. Quero- 


mos sabor de cuántas maneras se pueden colocar 
en este tablero k torres de forma que éstas по pue- 
дап comer una a la otra. 

Está claro quo para quo ol problema tenga 
solución es necesario que se cumplan las condi- 
ciones k < т y k < n, pues do otro modo algu- 
nas dos torres quedarán en la misma horizontal 
o vertical. Supongamos quo estas condiciones se 
cumplen, Entonces la distribución de las torres 
puedo efectuarse en dos otapas. Primeramonto 
es cscogon las horizontales, sobre las cuales so 
hallarán las torres. Como el número total do hori- 
zoutalos es igual a m y hay que escogor k de elk 
la elocción puede efectuarse de С}! maner 
Análogamente las verticales sobre las que est 
rán las torres se pueden escoger de С formas, 
Como la elección de las verticales no dopendo 
de la de las horizontales, se obtienen, en virtud 
de la regla del producto, СС modos de elección 
de las líneas en que se hallarán los torres. 

Sin embargo, aquí no termi. ún el problema. 
Es que k horizontales y k verticales se intersecan 
en 4 casillas, Desplazando, de ser necesario, 
estas casillas, obtenemos un nuevo tablero do Е 
horizontales y k verticales. Y ya sabemos que 
en tal tablero % torres se puedon disponer de 
kl formas (de modo que no puedan comer una 
a la otra). Por csto, el número total de disposicio- 
nes roqueridas es igual a 


o A 
Eak т 0" 
Por ejemplo, 3 torres, en un tablero común do 
ajedrez, se pueden disponer de 


818! 
КЕЛ 


сс = 


чүп =17686 


maneras. 
Рага k= т == п, la fórmula (13) nos da la 
respuesta nl, en concordancia con lo oxpuesto on 
la pág. 25. 
Si se quitase la limitación de que las torres 
по puedan comer una a la otra, so obtendría otra 
respuesta. Precisamente, habría que escoger k 
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casillas cualesquiera de entro m X л. Y esto pue- 
de efectuarso de 


m.. (18)! 
Сте 


formas. Si, además, las k torres se diferenciasen 
entro еї, habría que multiplicar las respuestas 
obtonidas por kl. 


DISTRIBUCIONES SIMETRICAS 


Compliquemos ahora el problema sobre las 
torres, exigiendo no solamente que éstas no so 
pueden comer una a la otra, sino que también 
se dispongan en forma simétrica sobre el tablero. 
Aquí se obtienen muchos problemas según qué 
condición do simetría se imponga. 

El caso mas sencillo es aquel en que las torres 
so disponon simétricamente con respecto al centro 
del tablero. Designemos medianto С, el número 
de soluciones del problema en el caso en que n 
torres se hallan en un tablero formado por n hori- 
zonteles y п verticales. Ahora demostraremos que 


Ga =2G 2 + (14) 


Supongamos que el tablero está formado por 2n 
horizontales у 2r verticales, La torre que se halla 
Фп la primera vertical puedo ocupar cualquiera 
de las 2n casillas do ésta, Por hipótesis, esto de- 
termina la posición do la torre que so halla en 
la última vertical: ésta debe estar dispuesta si- 
mótricamente соп la primera con respecto al 
contro del tablero, Tachemos la primera y la 
última vorticales y las horizontales que ocupan 
ostas torres (como el número de horizontales es 
par, las torres eliminadas no pueden estar en 
una misma horizontal). Obtenemos así un tablero 
formado por 2л — 2 verticales y 2n— 2 hori- 
zoutales. Está claro que a cada disposición simé- 
trica de las torres en el nuovo tablero le corres- 
ponde una disposición simétrica de éstas en el 
tablero original. De aquí se deduce, precisa- 
mento, que Ga, = 2лб:а-2 (recordemos nueva- 


mente que la primera torre podía ocupar cual- 
quiera de las 2л casillas de la primera vertical). 

Aplicando la fórmula (14), so halla que Gan = 
= 2 

Consideremos ahora un tablero formado por 
Zn +1 verticales у 2n-+4 horizontales. En 
este caso hay una casilla que no posco simó- 
tricas: la casilla contral dol tablero. En ésta debo 
hallarse forzosamente una torro. Tachando la 
vertical y la horizontal contrales, obtenemos una 
disposición simétrica de 2n torres en un tablero 
de 2n X 2л. Esto significa que tiene lugar ls 
igualdad 
Сла (15) 

Analicemos abora un problema un tanto más 
complejo: ol de las disposiciones que no varían 
en un giro del tablero en 90° (en la fig. 30 se re- 
presenta una de estas disposiciones en un tablero 
de 8 X 8). Supongamos que el tablero tione án 


а =2°л!. 


ЕИ кш 
ØA A A № | 


Fig. 30. 


verticales y án horizontales, siendo el número 
de torres también 4л. En este caso, la torro quo 
se balla en la primera vertical puedo ocupar cual- 
quior casilla, a excepción do las que ocupan las 
esquinas, es decir, cualquiera de las 4п —,2 
casillas (en una esquina no so puede colocar una 
torre, puesto que después del giro de 90° se obten- 
drían dos torres que pueden сотог una a la otra). 
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A esta torre le corresponden otras tres, que so 
hallan respectivamente en la última horizontal, 
en la última vertical y en la primera horizontal 
(éstas se obtienen а partir de la escogida me- 
diante giros do 90°, 480° y 270°). Tachando las 
horizontales y las verticales en las que so hallan 
estas torres, obtenemos una distribución de torres 
en un tablero do (án—4)X (4n—4), que 
tieno la misma simetría, Por esto, tiene lugar 
la igualdad 

Rin = (4—2) Виа, 

siendo R ol número de soluciones del problema 
para el tablero do nX n. De aquí queda claro que 
Ran =29 (24) (203) ... 1 40) 


El número de soluciones del problema рага 
un tablero de (4n + 1) X (án + 1) ез el mismo 
que para uno de án X án, ya que en el primero 
una torre debe hallarse forzosamente en el centro 
y podemos tachar la horizontal y la vertical cen- 
trales. Por esto, 


Вы Ва. an 


Y para los tableros do (án + 2) X (án +2) 
y (án + 3) X (4n + 3) el número de soluciones 
es igual a cero, En efecto, рага cada torre son 
posibles dos casos: о bion ésta so halla en el centro 
del tablero, o bion no so halla en ol centro. En ol 
segundo caso, ésta pertenece a una cuaterna de 
torres que so transforman una en la- otra en los 
giros del tablero on 90°. Por esto, el número total 
de torres debe toner la forma án (cuando no hay 
cosilla central en el tablero), o bien án 4-1. 
Сол osto homos demostrado que Апаз Rinig = 


Hallomos, por último, el número de disposi- 

ciones de л torres simétricas con respecto a la 

diagonalt, Designemos el número do soluciones 

del problema sobre un tablero do п X п modiante 
On. Entonces tiene lugar la rolación 


© = Quai + (14) Фа-2- (18) 


* Tomamos la diagonal la cosilla angular 
interior izquierda.. ие Е 


En efecto, la torre de la primera vertical o hi 
se halla en el ángulo izquierdo inferior, о 
no so balla, En el primer caso se tachan la pri- 
mera vertical y la primera horizontal y se obtiene 
una disposición simétrica de п — £ torres sobre 
un tablero de (n — 4) X (n — 1). El número de 
dichas disposiciones es igual а 0,1. En el so- 
gundo caso, para esta torro existirá otra, simé- 
rica а ella con respecto a la diagonal escogida, 
Tachemos los verticales y las horizontales sobre 
las que se hallan estas torres. Obtenemos enton- 
сез una disposición simétrica de л — 2 torres 
en un tablero de (п — 2) X (n— 2). Como ol 
número de estas disposiciones es igual a 0,2 
y la torre se puede colocar en п — 4 casillas de 
la primera vertical, obtenemos (n— 1) Фл. 
maneras. De aquí so obtiene, precisamente, la 
relación (18). 
Tiene lugar la igualdad 


1403413 СОР? + 


сс Ti+... (6%) 


Esta se deduce dividiendo todas las disposiciones 
de torres en clases: а la s-ésima clase reforimos 
las disposiciones en las que з pares de torres по 
se encuentran en la diagonal. 

En forma totalmente análoga se demuestra quo 
el número В, de disposiciones de л torres en ша 
tablero de nX л, distribuidas de forma que 
по se puedan comer una а la otra у se hallen зі- 
métricamente con respecto a ambas diagonales, 
satisface las rolacionos 


Ban Bin + (2з —2) Bana 


Ban, 


DOS CABALLOS 


¿De cuántas maneras se pueden disponer en un 
tablero de mX n un caballo negro y uho blanco 
de forma que no puedan comer uno al otro? 

La resolución de este problema so complica рог 
el hecho de que en distintas casillas el caballo 
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posco distinto número do jugadas: si es m > 5 
y n> 5, en la esquina del tablero hay sólo dos 
movimientos, оп unas casillas del borde, tres, 
en otras, cuatro, y en el contro, ocho, Esto está 
relacionado con quo el caballo tiono movimientos 
de distintos tipos: ésto puedo desplazarse una 
casilla hacia adelanto y dos hacia arriba, о dos 
hacia atrás y una hacia abajo, eto. En total el 
caballo tione 8 tipos de movimiento, los quo se 
pueden fijar indicando cuántas casillas pasa éste 
оп dirección horizontal y cuántas en dirección 
vortícal, Estos movimientos tienen, de este modo, 
Ja siguiente forma: (2, 1), (L, 2), (4, 2), (2, 1), 
(2 1) (1, 2), (4, —2), (2, —1). 

Para superar la complicación que surgió, su- 
pongamos que el caballo es la unión de 8 figuras, 
cada una de las cuales tiene movimientos de un 
solo tipo, Veamos de cuántas maneras so pueden 
colocar en el tablero un caballo (2, 1) de modo 
que estó atacando alguna casilla de éste. Está 
claro que se puedo hallar en cualquier vertical 
a excepción de las últimas dos, y en cualq 
horizontal, excepto la última. Por lo tanto, la 
vértical se puede escoger de п — 2 maneras, y la 
horizontal, de љ — 1, obteniéndose en total 
(m— tin — 2) formas de colocar el caballo 
blanco (2, 4). En virtud dela simetría está claro 
que existen otras tantas formas de colocar cual- 
quiera de los caballos blancos (+2, -Е1) de modo 
que pueda comer ul nogro. 

Para los caballos blancos (+t, 22), el número 
do maneras es igual a (п — 2) (n — 4). Do aquí 
so deduco que el número total do formas de dis- 
tribución de dos caballos en las que se pueden 
comer el uno al otro, se expresa mediante la fór- 
mula 


4(т—1(в—2)+(т—2) (11) = 
=2[(2m—3)(20—3)—1]. 

Si pusiésemos los caballos de un mismo color do 
forma que se puedan defender uno al otro, habrí: 
mos obtenido dos veces menos manoras (a causa 
de la posibilidad de intercambiar los caba- 
Поз). 


Y ol número de modos do disponer dos caballos. 
de distinto color de forma que no puedan comer 
uno al otro, es igual a 


тїлї-- Qmn -+-12т 4-142716. 


(Dos caballos pueden colocarse en wn táblero de 
mX п de min (mn — 1) maneras. 

Los autores do problemas dol ajedrez intro- 
ducen a veces figuras imaginarios, que no so mue- 
ven como las comunes, Íntroduzcamos nosotros 
también una nueva figura, que llamaromos caballo 
(P. 0), p > 0, 9>0. El movimionto do esta fi- 
gura consiste еп el desplazamiento en р casillas 
en dirección horizontal у q еп dirección vertical. 
Por ejemplo, el caballo común ез la unión do los 
caballos (1, 2) y (2, 1). Razonando en forma total- 
mente análoga a como lo hicimos antes, deduci- 
mos que si 0 < p < n, 0 < q < т, en un tablero 
dem Х nse pueden colocar de 4 (n — p)(m — g) 
maneras dos caballos (p, q) de distinto color, 
de modo que no puedan comer el uno al otro. 
Si p 6 q son iguales a cero, se obtiene una cantidad 
dos veces menor de maneras. El número do formas 
so reduce al doble también en el caso en que ambos 
caballos son do igual color, 

Cualquier figura dol ajedrez se puede considorar 
la unión de varios caballos (р, q) para distintos 
valores de р y q. Por ejemplo, el rey es la muión 
de los caballos (0, 4), (1, 0) y (l, 1). Por esto, 
dos reyes de distinto color so pueden disponer on 
un tablero de m X n de 


215 (т —1)--(з—4) m 4-2 (1—4) (m—4)] == 
== Зат – бт – 6л +4 


maneras, de forma quo puedan comer uno al otro, 
En consecuencia, so puedon poner do m?n? — 
— Amn + бт + бл — 4 modos, de forma que 
по puedan comer el uno al otro. 

El alfil es la unión de caballos (1, 1), 


(2, 2), ..., (р, Р), siendo р el menor do los nú 
meros m— f, п = 1. Supongamos, para fijar 
ideas, que es т < п. Entonces, p=m-— 1, 


y dos alfiles de distinto color зе pueden disponer 
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de 


OMA (M2) ++ 
co Hn—=m+41):4] 


maneras, de forma quo puedan comer uno al otro. 
Abriendo paréntesis y aplicando las fórmulas 
do la suma de los números naturales del 4 al 
т — 1 y de la suma de los cuadrados de estos nú- 
meros, so obtiene que ol número de modos se puede 
escribir 


Para т> п, hay quo cambiar de lugar т ул. 
En particular, si т=п, se"obtienen 


2m (т —1) 2m1) 
‚жы 


maneras. 


Para las torres es más fácil calcular ol número 
de disposiciones de otru modo. La torre blanca 
se puede colocar en cualquiera de las mn casi 
llas. Después, ella amenaza m + n — 2 cosillas, 
өп cualquiera de las cuales se puedo poner la torro 
negra. Por esto, obtenemos оп total mn (m + 
+ n— 2) medios de disposición, on los cuales 
cada torre puedo comer a la otra. 

Como la reina se puede considerar la unión 
de un alfil y una torre, en un tablero de m X л, 
para т < n, se pueden colocar dos reinas de 


$ mimm mn (пп 

maneras, de forma que puedan comer una a la 
otra. Para т = п, esta expresión adquiore la 
forma 2 т (т — бт — 1). Dejamos que el 


lector calcule de cuántas mancras se pueden dis- 
poner estas figuras, de forma que no tengan posi- 
bilidad de comerse una a la otra. 


CAPITULO ҮІ 


RELACIONES DE RECURRENCIA 


En Ја resolución de muchos «problemas come 
binatorios, ya hemos aplicado el mótodo de re- 
ducción dol problema dado a otro, con un número 
monor de objotos. Así fue deducida, por ejemplo, 
Та fórmula quo expresa ol número do arreglos con 
ropotición (pág. 10); por estó mótodo fueron 
resueltos casí todos los problemas sobre la parti- 
ción, dol capítulo ТУ. El mótodo de reducción 
a un problome análogo рага un número menor 
do objetos se denomina método de las relaciones 
de recurrencia (del latin recurrere-regresar). 
Utilizando las relaciones de recurrencia, se 
puede reducir el problema рага m objetos al 
problema рага п — 1, después, para n— 2, ote. 
Disminuyendo sucesivamento el número de obje- 
tos, llegamos a un problema que ya es de fácil 
resolución. En muchos casos se logra obtener una 
fórmula explícita para la solución del problema 
combinatorio, a partir de la relación de recu- 
rrencia. 

Por ejomplo, en el capítulo II (véase la pág. 24) 
dedujimos la fórmula Р, = n! del número de 
permutaciones do п elementos, mediante la fór- 
mula que expresa el número do arreglos sin ropo- 
tición. Pero la misma fórmula puedo ser dedu- 
cida de otro modo, hallando primeramente 
la relación de recurrencia а la que satisface 
Pr 

Supongamos que so tienen л objetos ap, . 
++ + алыр аң. Cualquier permutación de éstos 
во puedo obtenor así: so toma alguna permuta- 
ción de los objetos as, . . ., аңы У so lo, agrega 
el elomento аз. Está clar que esto olemento 
puedo ocupar distintos lugares. Se puede colocar 
al principio, entro el primer elemento y al se- 
gundo de la pormutación, entre el segundo y el 
tercero, y so puedo colocar también al final. 
El número de distintos lugares que puedo осир: 
el olomento ap es igual a n, por lo cual de cada 
pormutación de los elementos as, ..., an-ı së 
ienen п permutaciones de los elementos as, . . „ 
++ Anais ал. Pero esto significa que hay п 
veces más permutaciones de n elementos que de 
п — 1 elomentos. Con esto queda establecida la 


ШЕП 


relación de recurroncia 

Pr Pas 

Aplicando esta relación, se deduco sucesivamento 
que 

Рт пРу= п (3—1) Pam (14)... 2Pyo 
Poro Р, == 1, puesto que de un elemento se puode 
formar sólo una permutación. Por esto, 
Pa=n(n—4)... 24 пі. 

Hemos obtenido así nuovamente la fórmula 
Paen! 

Homos encontrado muchas relaciones do ro- 
currencia en la resolución de problomas sobre 
la partición, sobro figuras en el tabloro de ajo- 
drez, oto. Ahora estudiaremos varios otros problo- 
mas más de éste tipo, y al final del capítulo nos 
dotendremos ей la teoría general de las relació- 
nes de recurrencia. 


NUMEROS DE FIBONACCI 


En el libro «Liber Abaci», que apareció en 
1202, el matomático italiano Fibonacci, entre 
varios otros problemas, propuso ol siguiente: 

Un par de conejos da una vez por mes una cría 
de dos conejillos (иһ macho y una hembra); al cabo 
de dos meses del nacimiento los conejos recién nacidos 
ya дап cría. ¿Cuántos conejos habrá al cabo de un 
año, si al comienzo de éste había un par de conejos? 

Do la hipótesis del probloma se deduco quo 
al cabo de un mes habrá dos pares do conejos. 
Al cabo de dos meses, sólo ol primor par dará 
cría, obteniéndose 3 pares. Después do un mos 
más, darán cría tanto ol раг inicial do-conojos, 
como el que nació dos meses atrás. Por esto, 
habrá en total 5 pares de conejos. 

Designemos mediante Р (n) el número do pares 
de conejos al cabo de п meses desdo ol comienzo 
el año. Podemos apreciar que al cabo do n + 1 
meses habrá estos Р (п) pares y aún tantos pares 
de conejos recién nacidos como había al final del 
mes п — 1, es decir, Р (п — 1) pares más de cone- 
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jos. En otras palabras, tiene lugar la relación de 
recurrencia 


Ра) = (1) 4+P (n—1). 10) 


Como, por hipótesis, es F(Q)=1 y F()=2, 
hallamos sucesivamente quo 


P(Q)=3, F(8)=5, P(4)=8, ete. 


En particular, será F (12) = 377. 

Los números Р (n) se llaman números de Fibo- 
пасе. Éstos poscon toda una serio de propiedades 
notables. Ahora deduciremos la expresión de 
estos números medianto Cf'. Para esto, establez- 
camos una relación entro los números de Fibonacci 
y el siguionto problema combinatorio. 

Hallar el número de nsucesiones, formadas por 
ceros y unidades, en las cuales no hay dos unidades 
seguidos. 

Para establecer osta rolación, tomemos cual- 
quicr sucesión do е n со- 
rrespondonci de conejos según la regla si- 
guiento: a las unidados les corresponden los meses 
en que lega al mundo uno de los pares de eante- 
cesores» dol par dado (incluyendo el inicial), 


y a los ceros, todos los moses restantes. Por ejem- 
plo, la sucesión 010010100010 establece la si- 
бө «genealogía»: el propio par surgió al final 
del undécimo mes, sus padres, a fines del 7-m0, 
sus «abuelos» al fin dol 5-0 y sus «bisabuelos» al 
final del segundo mes. El par inicial do conojos so 
cifra entonces mediante la sucesión 000000000000. 

Está claro que entonces no pueden haber dos 
unidades seguidas, ya que un par quo acaba йо 
ver la luz no puede, por hipótesis, dar cría al 
cabo de un mes. Además, en la regla indicada, 
a distintas sucesiones les corresponden distintos 
рагоз do conejos y viceversa, dos pares distintos 
de conejos tienen siempre una «genealogía difo- 
rente, puesto que, por hipótesis, la coneja da 
una cría formada por un solo par de conejos. 

La relación establocida demuestra que el 
mero de n-sucesiones que posean la propiedad 
indicada es igual a ¥ (п). 

Demostremos ahora que 


Бо) Сан HiO H. CPH, 0) 


donde p= 251, si nes impar, y p= л, si n 


es par. En otras palabras, p es la parte entera 
ан 


del número El (on lo sucesivo designemos la 


parte entera del número о; medianto Е (a); así, 
será, p= Е (52)). 

En efecto, Р (n) ез el número de todas las 
rrsucesiones formadas por 0 y 1, en las cuales ño 
hay dos unidades seguidas. El número do tales 
sucesiones, en las cuales hay exactamente k 
unidades у n— k ceros, es Igual a СОТА (убаво 
la pág. 43). Como además debe cumplirso la 
desigualdad А < n— k+ 1, el número k va- 
riará desde O hasta Е (3) . Aplicando la rogla 
de Ја suma, se obtiene la relación (2). 

La igualdad (2) puedo ser demostrada también 
de otra forma. Hagamos 


E A EPT A] 
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siondo р=Е ŻEL, Do la igualdad Су 03t 


ЖС} so deduco fácilmento quo 

6 (\ф=6 (11) +6 (1—2). С 
Además, está claro quo G (1)=2=F(1) у G (2) = 
=3= Р (2). Como ambas sucesiones F (л) у С (п) 
facon а la relación de recurrencia X (n)= 
=X (n—4)+X (1—2), tendremos que 

68) =6G (2) 4-60) =: F (2) +F (1) =F (3) 

y, еп general, que С (п) = F (n). 


OTRO METODO DE DE) 


OSTRACION 


En el apartado anterior hemos establecido 
diroctamento la relación entro el problema de 
Fibonacci y wn problema combinatorio. Esta 
relación so habría podido establecer también de 
otro modo, demostrando directamente que el 
número 7 (n) de soluciones del problema com- 
binatorio satisfacía la misma relación de recurren- 
cia 


T(n41)=7 (1) +7 (21) 


que los números de Fibonacci. 
En efecto, tomemos cualquier (n + 1)-suce- 
sión de ceros y unidades que satisfaga a la con- 
dición requerida de que no haya dos unidades se- 
guidas. Esta puede terminar en O о en 1, Si ter- 
mina on 0, oliminándolo, so obtiene una n-sucesión 
quo satisface a nuestro problema, Recíproca- 
mente, sí зе toma cualquier n-sucesión do coros 
y unidades, оп la cual no hay dos unidades segui- 
das, y во lo agroga un coro, se obtieno una (п + 4)- 
«sucosión con la misma propiedad. Hemos demos- 
trado que el número de sucesiones «buenas» quo 
terminan en cero es igual a 7 (n). 
Supongamos ahora que la sucesión termi 
en 1, Como no puedo haber dos unidades seguidas, 
delante de esta unidad habrá un cero. En otras 
palabras, la sucesión termina en 01. La (а — 1)- 
«sucesión que queda después de oliminar el 0 


4) 


y ol 1 puede ser ya cualquiera, con tal do que no 
haya en ella dos unidades seguidas, Por esto, 
el número de sucesiones «buenas» quo terminan 
en una unidad es igual a 7 (n— 1), Pero cada 
sucesión termina on 0 о ел 1. En virtud do la regla 
de la suma, obtenemos que 7 (п + 1) = T (n) + 
+ T(n 1). Ы 
Homos obtenido así la misma г 
currencia. Esto aún no implica que 
T (n) y F (n) coinciden. Por ejemplo, para las 
factoriales y las subfactorialos (vónso la pag. 48) 
se cumplía la misma relación de recurroncia: 


(5) 


Pero para las factoriales los dos primoros térmi- 
nos de la sucesión son iguales а Ol=4, 41 = 1, 

entras que para las sublactorialos lo son а 
D (0)= 1, D (1) = 0. Por esto, también resul- 
taron diferentes los terceros, y los cuartos, y todos 
los términos restantes do la sucesión. 

Para demostrar la coincidencia de los números 
T (n) y F (п), hay que demostrar además que 
T (1) = F (1) y T (2) = F (2). Entonces ya ten- 
dremos, on virtud de la relación de recurrencia, 
que también T (3) = F (3), T (4) 
Existen dos f-sucesiones que sal 
condición establecida: O y 1, y tres 2-sucesiones: 
00, 01 y 10. Por esto, 7 (1) = 2= F (1) y T (2) = 
3= F (2). Queda así demostrada nuestra afir- 
mación. 


X (n4+4)=n iX (0) Х (11). 


PROCESO DE PARTICIONES SUCESIVAS 


Para la resolución de problomas combinatorios 
con frecuencia se aplica el mótodo utilizado en ul 
apartado precedente. Рага ol problema dado so 
ostableco una relación де recurrencia у se 
demuestra que ésta coincide con la relación de 
recurrencia de otro problema, cuya solución ya 
conocemos. Si coincidon además también los 
términos iniciales de ambas sucesionos еп can- 
tidad suficionte (más adelante nos dotendremos 


7. 
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con más detallo en cuántos términos doben coin- 
cidir,) ambos problemas tienen iguales soluciones. 

Apliquemos ol método descrito a la resolución 
del siguiento problema. Sea dado cierto conjunto 
de n objetos, dispuestos en un orden doterminado, 
Dividamos este conjunto en dos partes no vacías 
de forma que una de ollas so hallo a la izquierda 
de la segunda (о зоа, digamos, que una parte 
estó formada por los elementos dosde el primero 
hasta ol m-ésino, y la segunda, desde ol (m -+ 1)- 
-ósimo hasta ol n-ésimo). Después, dividamos cada 
una do las partes, de la misma forma, еп dos 
partes no vacías (si una de las partes ya consta 
de un solo elemento, ésta no se somete a particio- 
nes ulteriores). Este proceso se continúa hasta ob- 
10norso partes formadas por un solo elemento cada 
una. ¿Cuántos procesos de partición de este tipo 
existen (dos procesos se consideran diferentes 
si por lo menos en un paso conducen a resultados 
distintos)? 

Designemos el número de formas de partición 
рага un conjunto con п -+ 1 elementos mediante 
B,. En el primer paso, este conjunto puede ser 
dividido de n maneras (la primera parte puede 
contener un objeto, dos, ..., л). En correspon- 
dencia con esto, el conjunto de todos los procesos 
do partición se divido en n clases: en la sésima 
«de ellas so hallan los procesos en los que la pri- 
mera parto está formada por s objetos. 

Caleulemos el número de procesos еп la s-ésima 
«Лазо. En la primera parte hay ғ olemiontos. Por 
esto, ве la puedo seguir dividiendo por В, pro- 
©овоз. La Segunda parte contiene п—з--1 
Меша, y за Ja puede seguir fracciónando por 

-a Procesos. En virtud de la regla dol pro- 
пал obtenemos que la s-ésima clase está for- 
mada por В,уВ„ у procesos diferentes. Por la 
regla de la suma, ahora so deduco que ж 


A ES (5) 


Hemos obtenido una relación de recurroncia 
para В,. Esta ya fue encontrada en la resolución 
del problema sobre la cola de la caja del cine 
(véaso la pág. 57). Allí fue demostrado que dicha 


relación se satisface con los números 


20. 
Tam -h 


Pora domostrar la igualdad 
@) 


В.т 
т 


пов queda mostrar que los términos iniciales То 
y Bo do las sucesiones To, Ti...) Taro». 
y Bo, В, as Bas «+. coinciden, 

Tenemos que То = С = 1. Por otro Jado, 
В, == 1, puesto que el conjunto formado por un 
elemento se puedo fraccionar de un modo único. 
Así, pues, Во = To. Pero, en virtud do la fór- 
mula de recurrencia, so tieno que B, = B? = 1, 
Сото Т, satisfaco a la misma fórmula de recu- 
rroucia, tendremos que 7, = Тї == 1. Luego està- 
blecomos que 
Ba=BoBi+-BiBy=2 y T¿=T9T1471Tp9=2, 
ote. Do esto modo, todos los términos de ambas 
sucesiones coinciden. Queda así demostrado el 
siguiento resultado: 

El número de procesos de división sucesiva de tin 
conjunto formado por n + А elementos, distribut- 
dos en clerto orden, es igual a 


Же + о". 


MULTIPLICACION Y DIVISION DE 
NUMEROS. 


Sean dados n números аз, . .., аз, dispuestos 
en un orden doterminado. En virtud de la pro- 
piedad asociativa de la multiplicación, el pro- 
ducto do estos números so puede caloular de di- 
Torentes maneras (conservando ol orden de los 
factores). Por ojemplo, tres números se pueden 
multiplicar de dos maneras: (ad) с == а (be); cun- 
tro números, de cinco maneras, eto. So pido hallar 
el número de todas las formas de multiplicar п ni- 
meros, dados en un orden determinado, 
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Está claro quo cada forma de multiplicación 
во reduce а un proceso de fraccionamiento de los п 
números dados оп partes, formadas por un elo- 
mento cada una, Por ejemplo, la multiplicación 
de cuatro números por la fórmula (ab) (cd) so 
roduce al siguiente proceso de partición: a] ole 14, 
y la multiplicación de ostos mismos números 
según la fórmula ((ab)c)a, al proceso de partición 
415] e | 4. Por esto, el número de distintos pro- 
cesos de multiplicación os igual al de diferentes 
procesos de partición do un conjunto de п olo- 


mentos, es decir, а Ty =E 03072. 


Pero, además de la propiodad asociativa, la 
multiplicación posee la propiedad conmutativa. 
Si so la tiene еп cuenta, el múmero do procesos 
de multiplicación aumenta n! veces, ya que a 
números se pueden permutar ontre sí de n! ma- 
noras, y después somoter los números permutados 
a unas u otras particiones. De aquí se deduce que 
el número total de formas do multiplicar n nú- 
moros dados es igual а (n — 1)! С„.,. 

Este mismo resultado se puede obtener direc- 
tamente, sin aplicar la fórmula del número de 
procesos de particiones. Esta deducción da un nue- 
vo método para la obtención de la fórmula que 
expresa el número de procesos do partición y, al 
mismo tiempo, para resolver el problema sobre 
la cola de la caja (con la condición de que ol nú- 
mero de rublos sea igual al de monedas de 50 К). 

La doducción directa consisto en lo siguiente. 
Supongamos que ya homos hallado el número 
Ф (n) do métodos de multiplicar n números. Agre- 
guémosles un factor más, el a, „1. Analicemos de 
cuántas maneras se puede agregar este factor а 
uno de los productos de los números aj, . --; аз. 

El número аң, so puedo multiplicar por todo 
el producto, tomándolo como multiplicando, o 
como multiplicador. Esto nos da dos formas de 
agregación. Pero а„,{ se puede agregar también 
en alguna de las etapas intermedias. La multi- 
plicación de n números se reduce.a n— 1 mul- 
tiplicaciones sucesivas, еп cada una de las cuales 


so multiplican dos números. A cada uno de éstas 
so puedo agregar el número а, do 4 maneras: 
multiplicándolo por el primer factor on calidad 
de multiplicando, o de multiplicador, así como 
también multiplicóndolo por el segundo factor, 
en calidad de multiplicando o de multiplicador. 
Poro como hay п == 1 multiplicaciones, а las 
cuales se puedo agregar а, з, so obtienen en total 
án — 4 modos. Agregando a éstos las dos formas 
а que nos referimos más arriba, зо obtienen án 
— 2 maneras де agregar + a cada una йо las 
Ф (л) fórmas de multiplicar los números 44, + + » 
+ + аһ. Do aquí so deduce que 
D(1+1)=((n—2) 0 (n). 
Pero D(1)=1. Por esto, 
Ф (л)=2-6... фа—6)=21.1.3... (213). 
Esta respuesta coincide con la obtenida más 
arriba, puesto que 


Ф(п)=2"-1.4.3... ea ER е 
=p о. 


Consideremos ahora la operación de división. 
Esoribamos la expresión 


(8) 


Esta escritura no tiene sontido, si no se Indica 
el orden on el quo se debe efectuar la división. 
Aclaremos de cuántas maneras se puedo даг un 
sontido a dicha expresión. Para esto, obsérveso 
indicar ol orden do la división 
аг también como el proceso, des- 
, de partición de п olomentos өп 
partes que consistan de un elemento cada una. 
Y hemos visto quo el número de estos procesos 


es igual a L cono. 
Esto significa que a la expresión (8) se le puedo 
dar un sentido de 2 Cen? modos. 
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PROBLEMAS CON POLIGONOS 


En algunos problomas do la química cuán- 
tica surge el siguiente problema: 

En una circunferencia se ha inscrito un polígono 
regular de 2n lados. ¿De cuántas maneras se pue- 
den unir sus vértices dos a dos de forma que los seg- 
mentos obtenidos по зе interseguen? 


DO 


==" 


nuh, 5-2 


Fig. 32. 


Para п = 1 hay una sola forma do unión de esto 
tipo!, Para n= 2, se obtienen dos formas, ropre- 
sontadas on la fig. 31. Para hallar el númoro 
Р (л) do maneras рага todo л, deduzcamos una 
rolación do recurrencia а la quo satisfará Р (л). 
Escojamos uno do los vértices А del poligono. 
So lo puedo unir con oualquiora do los vértices В 
tal que cntro А у В haya un númoro рат do vértices 


es г ацан eun pt 
мағ 


(fig. 32). En corrospondencia con esto, todas las 
formas mir los vértices se dividen en clases, 
según cuántos vértices queden а la izquierda dol 
segmento trazado desdo el punto A. 

Si quedan 2s vértices, al otro lado de ésto 
quedarán 2 (п — s— í) vórticos. Con osto ol 
polígono de 2n lados зе divido en uno de 2 lados 
y en otro de 2 (п — з — 1) lados. Pero en el 
polígono de 2s lados se pueden trazar de F (s) 
maneras sogmontos de forma que no se intersequen. 
En ol polígono de 2 (n — з — 1) lados, esto mis- 
mo puede efectuarse de F (n — s— 4) modos. 
En virtud de la regla dol producto, obtenemos quo 
en la s-ésima clase figuran F (s) F (n — s — 1) 
maneras de trazar los segmentos. 

Por consiguiente, el número total de todas las 
formas es igual a Р (0) F (n — 1) + F (1) F (a — 
—2D+... +F (п — 1) F (0). Homos obteni- 
do 1а relación de recurrencia 


F (n) = F (0) F (а — 1) + F (1) F (a 24... 
1+ F (n — 1) F (0). 


Esta es la misma relación que satisfacen los 
1 
яа, о == То == 1, 
тт © Como Fi 
рага todo n tendremos quo Р (н) = Ta. Así 
pues, en un polígono do 2n lados se pueden м 


números 7, 


á 1 n 
zar diagonales de 7, = iy СЇ" maneras, do 


forma que no se intersequon do dos a dos. 

La misma respuesta tieno el problema 
guiente: 

¿De cuántas maneras se puede dividir un polígono 
convezo de п + 2 lados en triángulos mediante 
diagonales que no se Interseguen dentro de este 
polígono? 

Designomos el número de formas mediante 
Ф (n). Escojamos uno de los lados del polígono 
y clasifiquemos todas las divisiones según соп 
qué vértico del polígono coincida el vértice dol 
triángulo cuya baso es el lado escogido (fig. 33). 
Si se elimina esto triángulo, el polígono so divide 
en шо de s + 2 lados y otro do n — в + 1 lados. 


103 


Dividiendo estos polígonos en triángulos у com- 
binando estas divisiones entre sí, obtenemos todas 


figura el triángulo eliminado. А. 


m5 


Fig. 33. 


las reglas del producto y de la suma, se obtiene 

la relación de recurrencia 

Ф (у= Ф (0) D (2—1)+0(1) 0 (22) 
-tO (n—1) D (0), 

donde hicimos ©(0)=1. Dejamos que el lector 

demuestre, a partir de esta relación, que 


1 
DT 


ce 


LA DIFICULTAD CON QUE 
TROPIEZA EL MAYORDOMO 


Existen problemas combinatorios, on los que 
hace falta formar no una rolación de recurrencia, 
sino un sistema de éstas, que vinculan varias suce- 
siones. Estas relaciones las expresan los (n + 1)- 
simos términos de las sucesiones moi te los 
anteriores no solamente de la sucesión dada, 
sino de las restantes, 

Una vez el mayordomo del rey Arturo notó que 
habían sido invitados a almorzar a la mesa redonda 
6 pares de caballeros enemistados. ¿De cuántas 


maneras se los puede sentar de forma que no haya 
dos enemigos sentados juntos? 

Si hallamos alguna forma do sentar a los ca- 
balleros, haciéndolos cambiar de lugar en círculo 
obtenemos 11 modos más. Ahora no considoraro- 
mos diferentes las manoras que se obtienen una 
de la otra por esta permutación cíclica, 
introduzcamos las siguientes notacionee, Su- 
pongamos que el número de caballoros es igual 
а 2л, Sea А, el númoro de formas do colocación 
en las que no hay dos enemigos juntos; Bp, ol 
número de maneras en las cuales hay sentado junto 
exactamente un par do enemigos, y Cn, el de 
modos on los que hay exactamente dos pares do 
vecinos enemistados. 

Deduzcamos primeramente la fórmula que 
expresa А, +; mediante An, Bn Y Сл. Supongamos 
que л -+ 1 pares de caballeros han sido sentados 
de modo que no baya dos enemigos juntos, Соп- 
sideraremos que todos los pares enemistados de 
caballeros están numerados. Pidamos al par 
número n + 1 de caballeros que so levanten de 
la mesa. Entonces son posibles tres casos: quo 
entre los que quedan а la mesa по haya ningún 
раг de vecinos enemigos, que haya un par de este 
tipo, y que haya dos pares (los caballeros que 
se fueron podían haber separado estos pares)!. 

Aclaremos ahora de cuántas formas se puedon 
sontar nuevamonto a la mesa а los caballeros que 
se fueron, de forma que dospués de esto no haya 
1 par de vecinos enemigos. 

Lo más soncillo es sentarlos cuando a la mesa 
hay dos pares do vecinos 
no de los que volvieron so 
loros del primer par, y el otro, ontro los del 
segundo par. Esto so puedo efectuar do dos mano- 
ras, Pero como ol número de formas de sontar 2л 
caballeros, en las cuales dos pares de vecinos 
resultaron enemigos, es igual а Cp, on total зе 
obtienen 2С, formas. 

Supongamos ahora que bay sentado junto sólo 
un par de enemigos. Uno de los que regresaron 


Aquí y en lo sucesivo suponemos que > 1, Para 
а od razonamientos alerones pierden ed sentido, 
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so deba sentar entre ellos, Entonces habrá sen- 
tados а la mesa 2n { caballoros, entre los 
cuales oxiston 2n -+ 1 lugares. Entro ellos hay 
dos prohibidos para ol segundo caballero —al 
lado del huésped que se acabó de sentar—, que- 
dándolo así 2л — 4 lugares. Como puedo entrar 
primero cualquiera de los dos caballeros que 
salieron, so obtienen 2 (2n — 1) formas de ubica- 
ción, Pera ol número de casos en que 2n caba- 
lloros so sontaron de forma que exactamente un 
par do onemigos quedaron vecinos, es igual a В„. 
Por esto, obtenomos 2 (2n— 1) 8, modos de 
sontar a los huéspedes do la forma requeri 

Por último, supongamos quo no había dos ene- 
migos juntos. En este caso, el primer caballero 
зо sienta entro dos huéspodes cualesquiera, cosa 
que puede efectuar de 2л maneras, Dospués de 
esto, para su enemigo quedarán 2л — 1 lugares: 
puede ocupar cualquiera, a excopción de los 
dos que lindan con el caballero que зе acabó de 
sentar. Do esto modo, si ya había 2л caballeros 
sentados en la forma necesaria, se puede sentar 
a los huéspedes que regresaron de 2n (2n — 1) 
formas. En total obtenemos, en este caso, 
2л (2n — 1) А, maneras. 

Como ya indicamos, los casos analizados agotan 
todas las posibilidades. Por esto, tiene lugar la 
relación do recurrencia 


Апы = 29 (2n—4) An +2 029—1) Ba +2Cp (9) 


Esta rolación es aún insuficiente para hallar 
An para todo valor de n. Hay quo averiguar ade- 
más cómo so expresan В, у Сз mediante Ap 
Bis Ca 

Supongamos que entro los 2n-+2, п 1, 
caballoros resultó haber exactamonte un par de 
vecinos enamigos. Sabemos que esto puedo ocu- 
rrir еп Bas, casos. Para ovitar una disputa, pi- 
damos que se retiren de la mesa. Entonces que- 
darán 2n caballeros, existiendo dos posibili 
des: о bion entro los que quedaron по hay vecinos 
enemigos, o bion hay exactamente un par do ta- 
les enemigos, los cuales estaban sentados a ambos 
lados de los que abandonaron la sala, antes de 


su retirada, y ahora quedaron juntos. En el se- 
gundo caso se puedo sentar nuevamente a los 
que se fueron sólo en su antiguo lugar, puos de otra 
forma surgirá wn segundo par de vecinos ónemt- 
gos. Pero como 2n caballeros so pueden sentar 
de В, maneras do forma que haya sólo un par de 
vecinos enemigos, obtenemos 28, variantos (los 
caballeros que volvieron so pueden cambiar do 
lugar). En el primer caso, en cambio, se puode 
sentar а los quo volvioron entre dos caballeros 
cualesquiera, es decir, de 2n modos; y como ade- 
más se puedon cambiar de lugar, se obtienen 4n 
formas. Combinándolas con todos los modos do 
sentar a л caballeros, en los cuales no haya veci- 
„ se obtienen 4nA, maneras. Por 
último, el número del par de caballeros que se 
Jue y volvió podía sor cualquiera, desde 1 hasta 
п + 1. Do aquí se desprende que la relación de ro- 
currencia para В, +: tiene la forma. 
Вла апа) А, +20844) В. (10) 
Analicemos, por último, el caso en que entre 
los 2л + 2 caballeros había dos pares de vecinos 
enemigos: Los números de estos pares se pueden 


escoger de СТ TEHA maneras. Sustituya- 


mos cada par por un nuevo caballero, y cor 
deraremos que los dos nuevos caballeros son ene- 
migos, Entonces habrá sentados a la mesa 2n 
caballeros, sin que haya entre ellos ningún par 
de vecinos enemigos (si los nuevos caballeros no 
están sentados juntos), o bien existiendo sólo 
un par de este tipo, 

La primera variante puede tener lugar èn An 
„ Podemos volver а la agrupación inicial 
de 4 formas, en virtud de la posibilidad do cambiar 
el orden de los caballeros en cada раг, Por estoy 
la primera variante conduce а АСНА, = 
=2n (n + 1) An maneras. 

La segunda variante, en cambio, puedo tenor 


lugaren + В, casos!. Aquí también se puedo volver 


Existen Вл casos өп los que algunos dos enemigos se 
hallen juntos. Si se indica precisamente qué par debe 
estar Junto, se obtienen п veces menos casos, 
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'grupación inicial de 4 maneras, obteniéndose 
еп total 2 (п + 1) В„ formas. Do aquí зе deduco 
que para n>4 


Опат 2 (n41) Ap +2 (044) Bn- 


Homos obtenido el sistema do relaciones де re- 
currencia 


Ansi =2 (2n—1) (ndn +Bn)+ 2Cr» @ 
Ван = 2 (144) @лА„ + Bn), чо) 
Спы 2(п +1) (nAn+ Br), a) 


quo son válidas рага n > 2. Pero un cálculo sen- 
cillo demuestra que А. = 2, В; = 0, С. = 4. 
Por esto, do las relaciones (9) — (11) so desprende 
que Да = 32, Ba=48, С, = 24. Continuando 
así. sucesivamente, se halla que los huéspedes so 
pueden sentar a la mesa de la forma requerida do 
Ag = 12 771 840 maneras. 

El problema analizado so asemeja al que damos 
a continuación denominado simplemente єрго- 
blema sobre los invitados». 

¿De cuántas maneras se pueden sentar a una 
mesa redonda n parejas de casados de forma que se 
alternen hombres y mujeres y de que no haya dos 
cónyuges vecinos? 

Este problema so resuelvo on forma aproxima- 
damente igual al del mayordomo. Primero se 
distribuyon las mujeres. Si se numeran los luga- 
res, entonces o bien todas les mujeres quedarán 
оп lugares pares, o bien ocuparán lugares impares. 
Poro ol número de lugares pares es igual a n, 
y las mujeres se pueden sentar en éstos de л! 
modos. 

De la misma cantidad de maneras puedon 
ocupar los lugares impares, Por consiguiento, las 
mujeres se pueden sentar de 2-(n!) formas. Des- 
pués se analizan los casos en que ninguno de 
los maridos se hallo junto a su mujer, cuando hay 
una рагоја do casados junta y, por último, cuando 
hay dos parejos juntas. Proponemos al lector que 
escriba el sistema correspondiente de rolaciones de 
recurrencia. 


NUMEROS «DE LA SUERTE» 
DE LOS BILLETES DEL TROLEBUS 


Algunos consideran quo los númoros de seis 
cifras de los billetes dol trolobús «traon suerte» 
si la suma de las cifras do los lugares pares es 
igual а la do Јаз de los lugares impares. Por ejem- 
plo, el billete 631 752 so considera «do la suerte», 
ya que 6414 53474 2 12, Se pido 
hallar el númoro de estos billetes desde 000000 
hasta 999999. 

Para esto, hallemos primeramente cuántos nú= 
meros de tres cifras tienen una suma dada N 
do cifras (aquí hacemos pertenecer a los núme- 
ros де tres cifras también los del tipo 075, е іп- 
clusive el 000). Este problema es análogo al re- 
suelto en la pág. 67: el número do sumandos 
es 3, la suma es igual a X, y los sumandos varían 
desde O hasta 9. Designomos el número do sus, 
soluciones mediante Р (3, 9; №). Entonces tiene 
logar la siguiente rolación de recurrenci 


ЕЗ, 9; Му= Р (2, 9; N+P (2, 9: М—4)+ 
+P (2, 9; N-D4F (2, 9; 
+F(, 9; М—4)-ЕР (2, 9; N—5)+ 
HF (2, 9; N—6)+F(, 9; 0—7) 
+F (2, 9; N—8)+F (2, 9; N— 9). 


Análogamente 
F (2, 9; Му F (4, 9; NHF U, 9; Х—1)+... 
РО 9% 7—0). 


Está claro que Р (1, 9; №) = 1,810 <N <9, 
y que Р (4, 9; N) 0 en caso contrario. Apli- 
cando estas relaciones, no cuesta trabajo llenar 
la tabla 8. 

Para hallar ahora al número de billetes «do la 
suerte», hay que elevar al cuadrado los números 
de la tercera fila y sumar los resultados obteni- 
dos. En efecto, cada billete edo la suorto» tieno 
la misma suma de cifras que ве hallan en los 
lugares pares y en los impares. Soa esta suma 
igual a N. El número que se encuentra on ol N- 
ésimo lugar de la torcera fila do nuestra tabla in- 
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Tabla 8 

ВЕСЕ“ ПИШЕ 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 о 0 0 0 
2 1 2 3 4 5 6| 7] 8 ој 10|] 9| 8 7. 6 5 
з 3 | è (40 [| 5 | 21 | 28 | зв | 45 | 55 ез | во тз | 75 | 75 

x 
— 

1 0 0 0 0 0 o о o 0 0 о 0 0 
2 4 3 2 1 0° о 0 o 0° 0 0 0 o 
3 13 | e | 63 | 55 | 45 | 36 | 28 a 15 10 6 3 1 


dica cuántos números de tres cifras tienen una su- 
ma de cifras igual а №. En otras palabras, éste 
indica de cuántas maneras so pueden escoger las 
cifras que se hallan en los lugares pares (es decir, 
la segunda, la cuarta y la sexta). De la misma can- 
tidad de formas se pueden escogor las cifras de 
los lugares impares (el primero, el tercero y el 
quinto). Como estas olecciones no dependen una 
do la otra, en virtud de la regla del producto ten- 
demos que hay [F (АУР múmoros «йе la suerte» 
cuya suma de las cifras en los lugares pares ез 
igual a N. Entonces, según la rogla de la suma, 
«1 númoro total de billotes «де la suerte» es igual a 


DAGA 0941594212 4-28 4908 4+- 
+45%-4-592-4 032-4692 4732-4752). 


Calculando ома suma, so obtiene la rospuesta 
55 252, 


TABLAS DE RECURRENCIA 


En la combinatoria a menudo se encuentran 
magnitudes que dependen no do uno, sino de va- 
rios números, Por ejemplo, el número C} depende 
tanto de л como de k. Si la magnitud considerada 


F (n, k) depende de los dos números naturales n y 
к, sus valores se pueden disponer en forma de ta- 
bla, situando a F (п, 4) en la intersección do la 
n-ésima fila y la k-ósima columna. Ya hemos en- 
contrado estas magnitudes más de una vez en ol 
capítulo У: el cuadrado aritmético, los triángulos 
aritméticos y los triángulos aritméticos gone- 
ralizados tenían precisamente la forma de talos 
tablas. 

Además, en todos los ejemplos estudiados en el 
capítulo У existían dependoncias entro los ele- 
mentos de la tabla. Estas dependencias pormi- 
tían calcular los clementos de la n-ésima Ша 
de la tabla a partir de los de la fila precedente y, 
posiblemente, de algunos primeros elementos de 
la n-ésima. Por esto, si so daba la primera fila 
de la tabla y los primoros elementos do las do- 
más, todas las filas restantes so podían eploular 
una tras la otra. Estas tablas se asemejan а las 
sucesiones do recurrencia, y las Mamaromos on lo 
sucesivo recurrentes, 

Para ol chadrado aritmético, la relación do 
recurrencia cra de la forma 


Е (n, К) = Р (0—1, ЮР (п, k—1), “2 


y las condiciones do frontera so daban así: Р (л, 
0) = 1, Р (0, k) = 0 para k >œ 0 (recuórdeso quo 
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para el cuadrado aritmético no nos referimos а 
Ja primera fila o columna, sino a la fila o columna 
сего). 


el pontágono y hoxágono aritméticos, la 
solación йө recurrencia tiene también la forma 
(12), puesto quo estas figuras aparecieron cuando 
calculamos do cuántas maneras podía llegar una 
torre hasta cierta casilla, moviéndose en un ta- 
blero delimitado por dos semirrectas perpendi- 
culares y por una о dos líneas paralelas а la dia- 
gonal principal. Pero la torre puede llegar hasta 
la casilla (л, К) desdo la (n— 4, k) o desde la 
(k — 1, n). Por esto, cualesquiera que sean las 
limitaciones que impongamos a sus desplaza- 
mientos, siempre se cumplirá la relación (12). 
A su vez las Jimitaciones conducon a que algunos 
elementos de la tabla deben ser obligatoriamente 
iguales a cero. Para el pentágono aritmético 
éstos eran los elomentos que se hallaban por en- 
cima de cierta recta, paralela a la diagonal prin- 
cipal, y para el hexágono aritmético, los ele- 
mentos que so hallaban fuera do la región doter- 
minada рог dos rectas paralelas a la diagonal 
principal. 

La relación do recurrencia para el triángulo arit- 
mético, así como para el m-triángulo aritmético 
tiene otra forma, Precisamente, para ol m-triángu- 
lo aritmético se cumple 
Pía =P (nt, km) + 
008—1, 6 т 2)... HF (n— 4, k) 
Además Р (0, 0)=1 y F(0, k)=0, si k>0. 


13 


OTRA RESOLUCION DEL PROBLEMA 
DEL MAYORDOMO 


Como un ejemplo más sobre la aplicación de 
las tablas de rocurrencia, expondromos otra 
rosolución del probloma del mayordomo (véaso 
la pág. 103). Como el lector recordará, se trataba 
do hallar el número de maneras de sontar а 2л 
caballeros a una mesa redonda de forma que no 
haya dos enemigos juntos (habiendo n pares de 
enemigos entro los 2n caballeros). 


Designemos mediante Р (m, n) el número de 
formas de ubicarlos, en las que hay juntos ехас- 
tamente т pares do enemigos. Doduciremos ahora 
una fórmula de recurrencia que expresa а F (m, 
n + 4) medianto Р (k, n), k == m — 1, m, m 1, 
т+ 2. 

Considoraremos que primeramente habja n 
pares do caballeros sentados а la mosa, y que 
después llegó el раг n + 1 y so sentó también. 
Calculemos en cuántos casos habrá sentados a la 
mosa т рагоз de vecinos enemigos, Esto puodo 
tener lugar en los sigui ` 

a) A la mesa había т — £ pares do onomigos 
sentados juntos. Esto pudo toner lugar de Р (m — 
— i, n) maneras. Para que queden а la mesa m 
pares do vecinos enomistados, el nuevo раг dobe 
sentarse junto, sin separar ninguno de los pares 
de vecinos enemigos existentes. Pero entre 2n 
caballeros existen 2n intervalos, y no es posible 
sentarse on m — de ellos, Quedan 2л — m + 1 
intervalos, dondo pueden sentarso los caballeros 
recién legados. Como en cada uno do estos inter- 
valos so puedo sentar de dos maneras (los caba- 
lloros que Подагоп pueden cambiarse do lugar), 
obtenemos en total 
2(2n—m+4) F(m—t, n) 
modos. 

b) A la mesa había т pares de enemigos sen- 
tados juntos. En esto caso, los recién logados 
pueden escoger una de dos posibilidades: o son- 
tarso separados, sin dividir ningún par do veci- 
поз enemigos, о sentarso juntos entro dos vecinos 
enemistados. Es fácil calcular que la primera 
solución so puede efectuar йо (2n— т) (2n — 
—m-— 0), y la segunda, do 2m maneras, ha- 
biendo en total (2n— т}! — 2л + 3m formas. 
Como los п pares do caballeros so pueden sontar 
de F (т, n) modos de forma que haya juntos т 
pares de enomigos, obtenemos on total 


[@л— m)2—2n-+8m] F (m, п) 
modos. 

с) Ahora bien, analicemos el caso en que entre 
los 2n caballeros había m + 1 paros de enomigos 


KOJ 
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sentados juntos (lo cual puede ocurrir do Р (m + 
+ 1, n) maneras). En esto caso, uno de los recién 
llegados debo sentarso entro uno de los pares de 
vecinos enemigos, y ol segundo debe hacerlo de 
forma que no divida ninguno de estos pares. Lo 
primero so puedo llevar a cabo de т -+ £ formas, 
y lo segundo, do 2n — т — 1. En total obte- 
nomos 2 (m + 4) (2n — т — 1) posibilidades (ol 
factor 2 apareció o causa de quo cualquiera de 
los recién llegados puedo sentarse entre los ono- 
migos). Por esto, ol caso considerado genera en 
total 

2(m+4)(20—m—1) F (m44, n) 
posibilidades, 

d) Por último, supongamos que había m -+ 2 
pares de vecinos enemigos. Esto pudo tener lugar 
de F (m +2, п) maneras. Para que queden sola- 
mente m pares de vecinos onemigos, cada uno de 
Jos recién llegados dobo separar un par de éstos. 
El primer caballero puedo sentarse de т+2 
formas, después de lo cual al segundo le quedan 
solamente т -+ 1 lugares. En total obtenemos 
(m1) (m+2) F(m-+2, п) (17) 
posibilidades. 

Es fácil advortir que hemos agotado todas las 
posibilidades en las que entre los 2л + 2 caballe- 
ros haya m pares de vecinos enemigos sentados 
а la mesa redonda. Por esto, Р (т, n) satisface 
a la siguiente relación do recurrenci 
Рт, п 0) 208 т) F (mt, + 
+ [(20=m)22n-+3m] Ë (m, л) 4 
+2(m44)(20—m—1) Рп, п)+ 

+(m+4)(m4-2) F(m4+2, п). 

Un cálculo directo demuestra que 
F(0, 2)=2, РД, 2)=0, Р (2, 2)=4 
(по consideramos diforontes las formas de ubi- 
cación que se obtienen una de otra mediante una 
permutación cíclic 


Aplicando la fórt 
12) == 12 771 840. 


(16) 


(18) 


la (18), se halla que F (0, 


RESOLUCIÓN DE LAS RELACIONES 
DE RECURRENCIA 


Diremos que una relación de recurrencia es de 
orden k, sí ésta permito expresar f (n + №) me- 
diante f (п), f (n + 1), +... f(n+k— 1). Por 
ejemplo, 

142) = 100) 08-10) (144) +1 

es una relación de recurrencia de segundo ordon, у 
tint =b (n) i++ nH) 

Jo es de tercer orden. 

Si so da una relación de recurrencia do k-ésimo 
orden, ésta se satisface por infinitas sucesiones, 
El hecho reside en que los primeros k elementos 
de ésta pueden fijarse en forma totalmente arbi- 

'a que entro ollos no existe ninguna depen- 
dencia. Poro si están dados los primoros К ele- 
mentos, todos los restantes se determinan de 
manera unívoca; el elemento ў (k + 1) so expresa, 
en virtud de lo relación de recurrencia, a partir 
de los }(1),..., f (0, ol 7 (+ 2), medianto 
Т 1), ete. 

relación de recurrencia y los 
Jes, se pueden escribir, uno tras 
otro, los términos de la sucesión, obteniéndoso en 
fin de cuentas cualesquiera de sus términos. 
Sin ombargo, aquí habrá quo escribir todos los 
términos anteriores, ya quo sin conocerlos, no 
conoceremos tampoco los siguientes. Pero on 
muchos casos queremos conocer solamente un 
término determinado do la sucosión, y los demás ., 
son innecesarios. En estos casos es más cómodo 
disponer de la fórmula explícita del n-ósimo tér- 
mino de la sucesión iremos que una sucesión 
es solución de la relación de recurrencia dada, 
si al sustituir esta sucesión on la relación, esta 
última se satisfaco idénticamento. Por ejemplo, 
Ja sucesión 

2,4,8, ..., 2%, ... 

es una de las soluciones de la relación de recu- 
rroncia 

е2) 637 (141) 2 (n). 
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En ofocto, el término general de esta sucesión 
tiene la forma 7 (п) == 2", Esto significa que 
fint 2)== 2798, у (в + 1) == 2%, Poro para 
todo n tieno lugar la identidad 2792 = 3.2941 — 
— 2.2", Por esto, 2" os solución de la relación 
indicada, 

Una solución de una relación de recurrencia 

de keésinio orden se denomina general, si ésta 
depende de k constantes arbitrarias Cs, .. «a Су, 
y escogiendo estas constantes se puedo obtener 
cualquier solución de la relación dada. Por ejem- 
plo, la solución general de la relación 
10+D)=5/(141)—6) (л) 
será 
1m) =0,2n4 Сдл. 
En efecto, ез fácil comprobar 
(20) reduce la (19) a una identidad. Por esto, 
sólo hay que demostrar que cualquier solución 
de nuestra rolación зе puede representar en la 
forma (20). Pero cualquior solución de la rela- 
ción (49) se determina univocamente por los 
valores def (1) y f (2). Por esto, hay que demos- 
trar que para dos números a y b cualesquiera exis- 
ten valores de С, y С; tales que 


201 3C¿=a 


as) 


боис, b. 
Pero es fácil apreciar que para valores a y b 
cualesquiera, ol sistema de ecuaciones 
2С‹+3бу= а, 
401-90: 
tiene solución, Por esto, (20) es efectivamente Ja 
solución general de la relación (19). 


RELACIONES DE RECURRENCIA 
LINEALES CON COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Para resolver las reluciones de recurrencia, 
hablando con propiedad, no existen reglas gone- 
ralos. Sin embargo, existe una clase de relaciones 


que se encuentra con mucha frecuencia y que so 
rosuclve por un método único, Esta clase consta 
de relaciones de recurrencia quo tionen la forma 


1 bal (п) а (nhk) ¿+ 


жод (а), (22) 


donde ац, az, + . ., ау воп Ciertos números. Estas 
so denominan relaciónes de recurrencia lineales 
con coeflclentes constantes. 

Analicemos primoramónte cómo so resuelven 
estas relaciones para k= 2, es decir, estudiemos 
las relaciones del tipo 


4+2) а (141) аа (л). 


(28) 


Su resolución está basada en las dos afirmaciones 
siguientes: 

4) Si fı (n) y fa (n) son soluciones de la rela- 
ción de recurrencia (23), para números A у В 
cualesquiera la sucesión f (n) = Af, (n) + Bla (л) 
tambión es solución de esta relación. 

En efecto, por hipótesis tendremos que 
В (а+-2)= а! (141) +02 (л) 

y 
hint 2)= afin 410) +22 (п. 
Multipliquemos estas igualdades por A у В res- 
pectivamente y sumemos las identidades obteni- 
des, Se obtiene así quo 
Ajn+2)+B/2(n+2)= 
а АА inti) + В (+ 01+ 
+а 141 (в) + Bta (n). 
Esto significa, precisamente, que А}, (п) +Bfa (n) 
es solución de la relación (23). 
2) Si el múmoro тү es raíz do la ecuación 


cuadrática 
"= 

la sucesión 

Laos Tn 

es solución de la relación de recurrencia 
Цаа (+03 (л). 
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Efectivamente, si f(n)=r]7!, entonces será 
ө) y (4 2) = 1, Sustituyendo 
estos valores өп la relación (23), зе obtiono la 
igualdad 
Mad, 

Esta igualdad es válida, puesto quo, por hipótesis, 
so tiono que гї ар as. 

Obsérveso que, juntamente con 
09871), cualquier sucesión del tipo 
Қи) =", nd, 2, an 


es también solución de la relación (23). Para demos- 
trarlo, es suficiente aplicar la afirmación (23). 
haciendo en ésta А = 77, = 0. 

De las afirmaciones 1) y 2) so deduce la si- 
guiente regla de resolución de las relaciones de re- 
eurrencia lineales de segundo orden con coeficion- 
tes constantes: 

Sea dada la relación de recurrencia 


Ла sucesión 


2) = (141) +04) (л). (23) 
Formemos la ecuación cuadrática 
Aart as e 


la cual se denomina característica para la rela- 
ción dada, Si esta ecuación tiene dos raíces diferen- 
les тү Y Ta, la solución general de la relación (23) 
tendrá la forma 
На) Са 4-С. 

Para demostrar esta regla, obsérveso anto todo 
que, on virtud de la afirmación 2), fı (n) = 

HI y fy (п) == 13? son soluciones de nuestra 
relación. Entonces, según la afirmación (t), 
también Cırt- Cars será solución de ésta. Què- 
da solamente por demostrar que cualquier solu- 
ción de la relación (23) se puede escribir en esta 
forma. Poro cualquier solución do la relación 
do segundo orden so determina por los valores 
do / (1) y 1 (2). Por osto, es suficionto demostrar 
que el sistema do ecuaciones 

Ci+Ca=a, 

Cmi+Cra=b 


tiene solución para a y b cualesquiera. Dejamos 
que el lector compruebe que estas soluciones son 


El caso en que ambas raíces de la ecuación (24) 
coinciden, será analizado algo más tarde. Ahora 
expondremos un ejemplo de aplicación de la 
regla domostrada. 

Al estudiar los números de Fibonacci, Ho- 
gamos а la relación de recurrencia 
1M=/(1—1)+1(M—-2). (25) 
La ecuación característica de ésta tiono la forma 
те=т-ы. 

Las raíces de esta ecuación cuadrática son los 
números 


A, „1-05 


Por esto, la solución general de la relación de 
Fibonacci tiene la forma 


1()=C, (уа £y (25) 


(hemos utilizado la observación hecha más arri- 
ba y tomado el exponente п еп lugar del л — 1). 

Hemos denominado números de Fibonacci a la 
solución de la rolación (25) quo satisface las 
condiciones iniciales /(0)=1 y /(1)=2, es 
decir, a la sucesión 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . A monu- 
do resulta más cómodo agregar a esta sucesión, 
al principio, los números O y 1, es decir, con- 
sidorar la sucesión 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,... Está 
claro que ésta satisface la misma relación de 
recurrencia (25) y a las condiciones iniciales 
1(0)=0, {(1)= 1, Haciendo on la fórmula 
(26) n=0 y n= t, obtenemos para С, y бї 
el sistema de ccuaciones 


De aquí se halla que Сү por lo 
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mas 8y- 


A primora vista parece asombroso que esta ox- 
presión adquiera valores enteros para todo nú- 
mero natural л. 


CASO DE RAICES IGUALES DE LA 
ECUACION CARACTERISTICA 


Dotongámonos ahora en el caso en que ambas 
raíces de la ecuación característica coinciden: 
ту =. En esto caso, la expresión Сит! -+ 
+ Cari! ya no será solución general. En efecto, 
а causa de scr ту = re, esta expresión se puede 
escribir como 


оу Саъд псп". 


Nos queda solamente una constante arbitr: с, 
у, оп genaral, es imposible escogerla de modo que 
se satisfagan las dos condiciones iniciales ў (1) = 
=a, 10)= b. 

Por esto, debemos hallar una segunda solu- 
ción, que se diferencie de la fı (a) = г. Ro- 
sulta ser que tal solución es /; (n) = nr". En 
efecto, si la ecuación cuadrática м = ar + az 
tiene dos raíces coincidentes, 7, = rs, en virtud 
del teorema de Vietta será а = 2л, а= —7} 
Por esto, nuestra ecuación so escribe азі: 


пу} 

Entonces la relación do recurrencia tiono la 
siguiente forma; 

1042) = 2ra (э +1)—/ (л). 08) 


Comprobemos que s(a) = лгу! es efectiva- 
mente solución do ésta. Топощоз que fs (n + 2) 

= (n+ DIA, y fala + 0) = (а + 1) г. Sus- 
tituyendo éstos valores en la rolación (28), so 
obtiene la identidad evidente 


ТТН 


Esto significa que лгу” ез la solución do nuestra 
relación. 

Ahora ya conocemos dos soluciones, f, (п) = 
mr? у}, (л) = mr)", do muestra rolación. 
Su solución general se escribo como sigue: 


и) = Сат атту аР (C14 Cam), 


Ahora ya se pueden satisfacer, escogiendo С, у 
Ca, lus condiciones iniciales cualesquiera. 

Las relaciones do recurrencia lineales con coefi= 
cientes constantes de orden mayor quo dos so 
resuelven de la misma manera. Supongamos que 
la relación tiene la forma 


Hn+k)=0f (a+ k—1)4...+04f (л). 
Escribamos la ecuación característica 
аг... 


Si todas las raíces ri ..., ra de esta ecuación 
algebraica de t-ésimo grado son diferentes, la 
solución general de la relación (29) tieno la forma 


Нар Са OR Cr 


Si, en cambio, es, por ejemplo, ri=r9=... 
esta raíz lo corresponden las soluciones 


ATA hieni, art, 


(29) 


һе) 
го т) пел) 
de la relación de recurrencia (29). En la solución 
general, a esta raíz le correspondo Ja parte 
AN 


Escribiundo estas oxpresiones para todas las raices 
y sumándolas, obtenemos la solución general de 
la relación (29). 

Nesolvunos, por ejemplo, la relación de recu= 
rrencia / (n-+4)==5/ (n4-3) 8) (n-+2) 41 (1-1) 4 
-+8/(x). La ecuación caractorística tiene aquí la 
forma 
Боба 4—80, 

Resolviéndola, obtenemos las raíces 
п 2, тз=2, = —1. 
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Por consiguiente, la solución general de nuestra 
relación tiono la siguiente forma: 

10) =275 CHO on Сз] Ca (1). 

Aplicación de la teoría de las relaciones de 
recurrencia a los problemas de la transmisión 
de información. 

Ya hemos considerado (véase la pág. 06) el 
probloma sobre la cantidad de noticias difo- 
rentes que so pueden transmitir duranto un 
ро 7, si so conoce el tiempo de transmisión do 
ales aisladas. Llogamos entonces а la rela- 
ción de recurrencia 
DT) 4H NT) 4 HT tm), (30) 
siendo f (0) =1 y f(T)=0, si 7 < 0. 

Consideraremos que los números T, А, ..., ty 
son enteros, y designaremos mediante 0... -. 
. + + A lasrajces de la ecuación característica de 
la rolación (30). Entonces, la solución genoral de 
la ecuación adquiere la forma 


= САТ... БОЮ. 


Sea dy la mayor raíz de la ecuación característica, 
en valor absoluto. Entonces, рага grandes valo- 
res de Т todos los sumandos serán despreciable- 
mento poqueños on comparación con el primero, 
y obtenemos que 


т-с]. 


Esta igualdad permito apreciar aproximadamento 
la cantidad do información que so puede trans- 
mitir durante un Чошро 7 mediante ol sistema 
dado de señales. 


TERCERA RESOLUCION DEL 
PROBLEMA DEL MAYORDOMO 


Las dos resoluciones del problema del mayor- 
domo, que homos visto más arriba, conducían 
a rolaciones do recurroncia. Ahora deduciremos 
una fórmula que da la solución de estas rolaciones, 


una fórmula que pormito calcular directamento 
sl número de maneras de ubicar a los caballeros 
enemigos alrededor de la mesa, Para esto, aplis 
quemos la fórmula de inclusiones y exclusiones, 
Soa а ol suceso que consiste en que el К-бзішо 
par de caballeros enemistados está sontado junto, 
Calculomos a qué es igual А (04 ... д), 08 
decir, en cuántos casos hay sontados juntos k 
pares de onemigos. El primer par se puedo ubicar 
а la mesa de án formas (escoger de 2n modos el 
lugar para uno, sentar al otro оп el lugar si- 
guionto en ol sentido de las agujas dol reloj, y tener 
en cuenta que los caballeros pueden cambiar do 
Para los demás caballeros quedarán 
2 lugares, los que deben ocuparso do forma 
que el segundo, tercero, . . ., k-Ésimo paros de 
enemigos queden juntos, Unamos estos paros do 
caballeros en un solo «objeto». Estos А — 4 pares 
y los 2n — 2% caballeros restantes se pueden inter- 
cambiar entre sí de (2а — # — 1)! formas. Si 
se toma una de estas permutaciones y se sienta 
а los caballeros en orden en los lugares libres, los 
k— 1 paros do enemigos escogidos quedarán 
juntos. Esta condición tampoco se vlolará en 
el caso en que cambiemos de lugar a algunos one- 
migos que se hallen juntos, Como estas permu~ 
taciones de lugar se pueden efectuar de 29-1 
maneras, obtenemos en total 425-1 (2n — k — 1)! 
modos de ubicación. Así, pues, 


М (а... ву) = 24n (2n— 44)! 


Queremos hallar en cuántos casos ningún par de 
oneraigos quede junto, es decir, calcular M (a; 
‚.. а^). Teniendo өп cuenta que k pares 
den escoger de CẸ modos, obtenomos, өп virtud 
de la fórmula de inclusiones y exclusiones, que 


An=N (ой... ад) и (2n)! — 20m (2n—2)14 
+в (2п—3)1—... 
0—0 Онал (En — kl o 

co (— нта). 


CAPITULO УШ 


LA COMBINATORIA Y LAS SERIES 


El método de las relaciones de recurrencia рег- 
mito: resolver muchos problemas combinatorios. 
Pero en toda una serie de casos estas relaciones 
son muy difíciles do componer, y aún más difí- 
ciles де resolver, A menudo estas dificultades 
puedon ser soslayadas utilizando las funciones 
goneratrices. Como este concepto está relacio- 
nado con las series infinitas do potencias, ante 
todo será necesario presentar dichas series. 


DIVISION DE POLINOMIOS 


El lector sabe, claro está, cómo se dividen los 
polinomios entre sí. Si so dan dos polinomios 
1) y Ф (2). siempre existen los polinomios 
q (z) (cociente) y т (z) (resto) tales que f (z) = 
= е (2) 4 (2) + r (2), siendo la potencia de r {z} 
menor que la de ẹ (z), o bien г (=) = 0. Aquí 
f(z) se denomina dividendo, y Ф (2). divisor. 
Si deseamos quo la división зе efectúe sin resto, 
habrá que admitir como cociente no sólo a los 
polinomios, sino también a las series infi 
do potencias. Para obtener el cociente 
disponer los polinomios en potencias crecientes de 
z y dividir «en ángulo», a partir de los términos 
dde menor grado. Veamos, por ejemplo, la divi- 
sión de 1 por 1 — z. Tenemos: 


Está claro que el proceso de división no ter- 
minará nunca (кча que, por ejemplo, cuando 


ве transforma el número — en una fracción decimal 


inlínita) . Es fácil demostrar, mediante inducción 


completa, que todos los coeficientes del cociente 
esos 


son iguales a la unidad. Por esto, en calidad de 
cociente se obtiene la serio infinita 
Ida Hany 
En general, si f (x) y q (2) son dos polinomios: 
Imat.. ала", ф(х}=%+...-Еһмт, 
siendo el término independionto ty del polinomio 
Ф(2) diferente de cero, bys% 0, al 
por q(x) so obtieno la serie infinita 
har Бема (1) 


Por ojemplo, si se toman 108 polinomios f (z) = 
=G 2r +43 y pla) =2—241, obtono- 
mos, mediante el nuevo método do división: 


3472294628 dada 
FIA Farage PA 
AE 
44да 
сяр 
21525 6:4 
+ 
Föt 
pau 


El mismo cuadro se observará en todos los casos 
en que sca do3&0 y r (z) 9 0. Sólo en el caso 
en que f(x) se divida exactamente por 0 (2) 
la serio (1) se cortará y obtendremos un polinomio. 


FRACCIONES ALGEBRAICAS 
Y SERIES DE POTENCIAS 


Al dividir el polinomio f (z) por el (а), homos 
obtenido una serio infinita de potoncias. Surge 
la cuestión de cómo está relacionada dicha serio 


con la tracción algebraica LË}, es decir, qué senti- 
do pucde dársele a la escritura 
аннан Honn. @ 
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Consideremos, por ejemplo, el desarrollo 
A E (8) 


Аа по escribimos el signo do igualdad, pues 
desconocemos qué sentido posee la suma del 
segundo miembro, con un número infinito de su- 
mandos. Para esclarecor esto, probemos sustituir 
on ambos miembros do la relación (3) distintos 


valores de z. Hagamos primeramente == үс. 
Entonces ol primer miembro де la relación adquio- 
y el segundo so transforma en la 


ro ol valor $ 


serio numérica infinita 
14044+0014. 000... 04 
Como no sabemos sumar una cantidad infinita 


do sumandos, probemos tomar primero uno, 
después dos, luego tres, cto. sumandos. Obtendre- 


mos las siguientes sumas: 1; 141; 1,14; 
и . Está claro que al au- 


a unidades 
mentar n estas sumas se aproximan al valor 1P = 
= 4,41 ..., que adquirió ol primer miembro 
aa (O para z= үр. 

Lo mismo so obtieno si se sustituye clnúmero 4- 


en lugar de теп ambos miembros de la igualdad (3). 
El primer miembro tomará el valor 2, y el segundo 
so transformará en la serio numérica infinita $ + 
1 
tiitt +. Tomando 
sucesivamonte uno, dos, (гоз, cuatro, . . . suman- 
dos, obtonemos Josnúmeros 1; 14:1 £45 +-+ 


2— Está claro quo al aumentar я 


estos númoros tienden a 2. 
Sin ombargo, bi so toma z= 4, el primer miem- 


bro де lo igualdad (3) tomará el valor — 


obteniéndoso en el sogundo la serie 1 -+ 4+ 
чафо ... Si so suman suce- 


sivamente los términos de ésta, so obtienen las 
sumas 4; 5; 21; 85; ... Estas sumas aumontan 
indofinidamento y no tienden al número <p. 
De esto modo, nos hemos encontrado con dos 
casos. Para diferenciarlos, introduzcamos ol 
concepto general de convergencia y divorgencia 
de una serio numérica, Soa dada la serio numé- 
rica infinita 
аа... ta... a 
Se dice que ésta converge hacta el nimero b, si la 
diferencia b — (a, + az-+. . + ap) tiendo a сего 
al aumentar п indefinidamente. En otras pala- 
bras, cualquiera que sea el número e > 0 quo 
indiquemos, la desviación entre la suma a, + 
+... Базу b será, a partir de cierto número N, 
menor que £: 
10—(,--... 3-а) 1< в, si n>N. 
En este caso, el número b se denomina suma de 
la serie infinita a+...+4n-+... y зо escribo 
Беа. аф. 
Si no existe ningún número b hacia ol cual con- 
verja la serie dada (4), ésta se llama divergente; 
La investigación efectuada mós arriba do- 
muestra que 


Der+01 40.014 
+++, 


mientras que la serio 1444104... + 
++ divergo. 

Un análisis más detallado demuestra quo si 
[=[<4, la serio A hab. ан... com 
vorge hacia y si [=]>1, ésta divorgo. 

Para demostrar esta afirmación, es suficionto 
observar que 


+0,00... 01+ 


dani 
that.. tanadan 


y que cuando n— co la expresión хт*1 tiondo а 
cero si |21<1, y a infinito si fz] > 1. Para 
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m= t so obtienen las series numéricas diver- 
es НН y Il pd 


Asi, pues, si jz] < 1, será 
1 ++... ® 


тён 
Obsérvese que la igualdad (5) es la fórmula, 
conocida del curso escolar do matemáticas, de la 
suma do una progresión geométrica infinita de- 
creciente. 
Homos- aclarado, de este modo, el sentido de la 
escritura 


1 
TH +е+... 


Esta muestra que para los valores де = que se 
hallen en cierta región, precisamente, para | z | < 
< 1, la serio del segundo miembro converge hacia 
72350 dico que la función z+ so desarrolla, 
para |=|<1, en la sorie do potencias 1 + 
E ad 

Ahora ya podemos esclarecer también un 
problema más general. Supongamos que al dividi 
el polinomio f (т) por el q (т) зо obtiene la seri 
infinita 
ааа Беат © 


Resulta “sor quo para valores de z suficiento- 
mente pequeños, la sorie (6) converge hacia 
1а (9. 

Las dimensiones de la región de convergoncia 
dependen de las raíces del denominador, es decir, 
do los números para los que éste se anula. Pre- 
cisamonto, sí ostos números son iguales а тү, «+ 
, зу y res el menor de los números | z4 
‚ [24 1, la sorie converge en la e < 
ЖЕР. Por ejemplo, la función 1 — z se anula para 
z= 4, porlo.cval ol desarrollo do zis es vá- 


lido solamento рага |z|<1. Y la función 
zt — Tæ + 10 зе anula para з, = 2, z3 = 5, рог 


1 
lo que el desarrollo de тт converge 


para Р | <2. 


Obsórveso que ninguna do las raíces del deno- 
minador es igual а cero, ya que supusimos quo el 
término indepondiente de ésto es diferente de 
cero, por lo cual Ф (0) = bo 5 0. 

En otras palabras, siempre existe una rogión 
|=} < т, en la cual so cumplo la igualdad 
= фев... Белме. @) 

No sólo las fracciones algebraicas pueden de- 
sarrollarse en series de potencias, sino también 
muchas otras funciones. En el análisis matomá- 
tico se Ба por ejemplo, que 


sen PE (8) 
y 

Кы 
csi o 
Para nosotros tendrá interés el desarrollo 
AA (10) 
De la fórmula (10) se aprecia que 

1,1 
A an 


Tomando una cantidad suficiente de términos 
do la serie (14), se obtiene el valor de е con 
cualquier grado de oxactitud, Las primoras cifras 
decimales de e tionon la forma 
2,718281828459045... 


Las series (8), (9), (10) convergon рага todo 
valor de z. 

Soñalemos además la siguiente afirmación im- 
portant 

Una función f (x) no puede tener dos desarrollos 
distintos en series de potencias. 

En otras palabras, ві 


108) воан... апат 
у 

1) =b Rbd bn ME 
entonces sorá 


ањ ав а 


ge 
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OPERACIONES CON LAS SERIES 
DE POTENCIAS 


Pasemos abora а las oporaciones con las series 
de potencias. Supongamos que las funciones / (т) 


y p(z) han (sido desarrolladas en series do po- 
tonclas : 

1 (2) аа-а... ant. (12) 
y 

Ф (2) = 4-24... EN (13) 


Entonces, tendremos quo 
102) Ф (0) (+ art. mn. 
otd... рат...) 


Resulta ser que los sumando del segundo miem- 
bro de esta igualdad se pueden permutar y agrupar 
los términos con iguales potencias do z (esta 
afirmación no es en absoluto tan evidente como 
parecería a primera vista: en el segundo miembro 
tenemos sumas infinitas, y en éstas existe gran 
cantidad de casos en quo пө зе pueden permutar 
los sumandos). Después de esta reagrupación, se 
obtiene 


1@)+@ (8) (ао) (810) +... 
ан tonan.. 


La sorio del segundo miembro de la igualdad (14) 
so denomina suma de las series de potencias (12) 
у (13). 

Veamos ahora cómo so desarrolla en serie de 
potencias. el producto do las funciones f (z) y 
9 (z): Tenemos quo 


4(®)@ (5) =(0-+a304 +... Баат...) 
х@+®%г+...+мт+ 


Resulta que, al igual que en el caso de los poli- 
nomios, las series del sogundo miembro de la 
igualdad (15) se pueden multiplicar término а 
término (omitimos la demostración de esto). 
Hallemos la serie que so obtiene después de mul- 
tiplicar término a término. El término indepen- 


aa 


(15) 


diente do esta serie es igual a agbọ, Los términos 
que contienen = se obtienen dos vece l multi- 
plicar ао por bz, y al multiplicar щт por bo 
Estos nos dan 

Фф + arbor = (apb + asb) z. 


Análogamente se calculan los términos que con- 
tienen 22: 
аф + aby + aga m (agha + а + aao) a. 
En general, el coeficiente de zn tiene Ja forma 
abn tabni.. Бана. Бан 
De esto modo, 
Fla) 9 (2) ао + (agb + apto) :+... 
sola t... алы) 294... (46) 
La serio del segundo miembro de la igualdad 
(46) so denomina producto de las series (12) y (13). 
En particular, elevando la serie (12) al cua- 
drado, obtenemos 
P (2) =03+2ap0,2 + (0342090) 224 
+2 (000010) 204... (47) 
Veamos ahora cómo se dividen las series de 
potencias оште sí. Supongamos que ol término 
independiente de la serie (13) es diferento de 
cero, Mostremos que en esto caso exlsto”una serio 
de potencias 


Rd hen, (18) 
tal que 
аа 
Хоа... салт...) 
“+ ще}... tann... (19) 


Para demostrarlo, multipliquemos las serios 
del primer miembro do esta igualdad. Obtonemos 
así la sorio 
ео беа + Мс) +... 

«боса. но) ал+... 
Рага que osta serio coincida con la serie (12), 
es necesario y suficiente que se cumplen las 
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igualdades 
boto = ag, 
batinom 


botn- +». Hbnce 


Estas igualdades nos dan un sistema infinito 
do ecuaciones para determinar los coeficientes 
Cor és «03 Cny ++» + Do Ja primora ecuación del 


+ Sustituyondo el 
valor obtonido en la segunda ecuación, tendremos 


sistoma se obtiene que «= 


wema 509, 
афо biao 
de donde se halla que с аа ЖЫН + En gone- 


ral, si ya han sido ballados los coeficientes 
Cp -s.r еле, Тата la determinación de cp ten- 
dremos la ecuación 


«— dpto 


Esta ecuación tiene resolución, puesto que bg + 0. 

Hemos demostrado así la existencia de la serio 
(18), que satisface а la relación (19). La serie 
(18) se denomina cociente de la división de las 
series (12) y (13). So puede demostrar que la 
primera se obtiene al desarrollar la función 
f @/ф (=). De esta manera, las sories do potencias 
so pueden sumar, multiplicar y dividir (lo último 
bajo la condición de que el término independiente 
del divisor sea diferente de cero). Estas opera- 
clones corresponden a las operaciones con las fun- 
clones quo зе desarrollan. 

Obsérveso quo ahora podemos interpretar de 
otra forma el significado del desarrollo 


aq... tapan 
+... Pam 
Esta igualdad indica que la serie c+ az + 


о ар — с-а. 


O) 


+... Ftp +... so obtieno al dividir la 
sorie finita de potencias ay + . + anz” por 
ја serio finita b+ . En otras 


palabras, esta igualdad significa que 


ot.. нат) (eote -s емч 
=at... Hanz, 


as) 


dondo el producto del primer miembro de la 
igualdad se determina por una fórmula del tipo 
(16). 


APLICACION DE LAS SERIES DE 
POTENCIAS A LA DEMOSTRACION 
DE IDENTIDADES 


Medianto las series de potoncias se pueden de- 
mostrar muchas identidades. Con esto fin, se 
toma cierta función y se desarrolla de dos mane- 
ras en sorie de potencias, Como la función puedo 
ser representada sólo de una forma única en serio 
de potencias, los cocficientes de iguales poten- 
cias de z deben coincidir en ambas series. Esto 
conduce, precisamente, a la identidad que se 
quería demostrar. Tomemos, por ejemplo, el 
desarrollo que ya conocomos 


1 


E 


Elevando ambos miembros de este desarrollo al 
cuadrado, obtenemos 


1 
gapite 


A) 
Si so sustituye aquí z por —=, во obtieno que 
1 
Trait. 
Dm 22) 


Multiplicando los desarrollos (22) y7(22) se 
deduce que 


1 1 
пара al ao 
+и-3+2(—2+344144+... 
Н (т (в 0) 420—0). 


(тв) атр... 023) 
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Es evidento que los coeficientes de potencias 
impares de т se anulan (cada sumando figura 
dos veces оп estus cooficientes, con signos opues- 
tos). El cooficiente de 22" es igual a 


1(2041)2:2n +9 (20—1)—... HN HA) 


1 
Poro la función тосуу: * puede do- 


0 
sarrollar а aatia. de фи potencias también de otra 
forma. Tonemos que 


1 1 


(AMET 


Y el desarrollo de 7 


A 


TA Ly se obtiene del (22), 
si so sustituye en éste z por 22: 


a AA 

Бат ea 
Sabemos que ninguna función puede tener dos 
desarrollos distintos en series de potencias. Por 
esto, el cocficiento de 2" del desarrollo (23) 
debe ser igual al coeficiente de dicho término 
en el desarrollo (24). De aquí se desprendo la si- 
guiento identidad: 


1 (2n+4)-2.2n4-3(2n—1)=... 
++ +. 


se desprende que la función ¿2 es generatriz 


de la sucesión de números 1, 1,1, ..., 1, 
Y la fórmula (22) indica que, la función gon 
triz do la sucesión numérica 4, 2, 3, 4, 


+ es la función «Lp 

Nos interesarán las funciones generafrices do 
las sucesiones ao, ai, .. <> а, ... rolacionadas 
en una u otra forma con los problemas combi- 
natorivs, Mediante estas funciones se logra obte- 
ner las propiedades más variadas do estas suco- 
siones. Además, estudiaremos cómo están liga- 
das las funciones gontratrices con la resolución 
de las relaciones de recurrencia. 


BINOMIO DE NEWTON 


Ahora obtendremos la función genoratriz do 

la sucesión finita de números Cp, CF, ...., Сї. 
Del curso de álgebra elemental se conoce quo 

(аа) а Zas + 22 

y que 

(а +aji=03+ 302 4- 3az3 20 

Estas igualdades son casos particulares do una 

fórmula más genoral, que expresa el desarrollo 

de (a+ a)". Escribamos (а-} хп en la forma 


(+ гут (а а)ба +2)... (ata (25) 


FUNCIONES GENERATRICES 


Ahora ya podemos pasar al toma principal de 
este capitulo: ol concepto do función genera- 
triz, Sea dada ciorta sucesión do númoros as, 
ns ооо ану... Formemos la serio de potencias 
aptam... Бант... 

Si osta serio convorge өп algı ión ha 
la función f(x), dicha función so denomina 
generatriz do ln sucosión numérica ap. а; 
+ Por ejemplo, de la fórmula 


Sihat. Hant... 


m eces 
Abramos paréntesis en el segundo miembro de 
esta igualdad, escribiendo todos los factores en 
el orden еп que los encontremos, Por ejemplo, 
(a + 2)? lo escribiremos on la forma 


(а++4)# = (а+-2) (a+ 2) = аа Баг pza zz, (20) 

y (a+2)2, en la forma 

(ata)? = (04-2) (0-а) (042) 

000-4007 фата + azz + raa- 
+rar+rza+ zzz, (27) 


Se puede apreciar que en la fórmula (26) fi- 
guran todos los arreglos сор ropetición, forma- 


dos por las letras z y a, tomadas де а dos, y en la 
fórmula (27), los arreglos con repetición de las 
mismas lotras, pero tomadas do а tres. Lo mismo 
tendrá Jugar en el caso genoral: después de abrir 
paréntesis en la fórmula (25), se obtienen todos 
los arreglos posibles con repetición de las letras 
ж y a, tomadas de a п. 

Agrupemos ahora términos semejantes. Estos 
serán los que contengan igual cantidad do letras z 
(con lo cual también tendrán el mismo número 
de letras a). Hallemos cuántos términos habrá, 
en los que figuron k letras z y, еп consecuencia, 
n — k lotras a. Estos términos son permutaciones 
соп repetición, formadas рог k letras z y n — k 
letras а. Por esto, en virtud do la fórmula (5) 
del capítulo И, su número es igual a 


а 

= тпа 
De aquí se deduce que, después de agrupar tér- 
minos semejantes la expresión a-i figurará 


Pik, n—k)=Ch 


con un coeficiente igual а Су = -mer 

Hemos domostrado, pues, que 

баа)" = Срат Catr.. 
и) 


So acostumbra a denominar la igualdad (28) 
fórmula del binomio de Nowton. Si hacemos en 
ома igualdad а =1,‚ зе obtiene 


аа) 012+. 


+С... 4 Сда". (29) 
Podemos apreciar que (1+ 2)" os la función 
gonoratriz de los números С}, k= 0, 1 n 
Mediante esta función generatriz зо puedë do- 
mostrar on forma relativamente sencilla muchas 
propiedades do los números С?, quo fueron obte- 
nidas antes medianto razonamientos bastante 
robuscados, 
Demostremos primeramente quo 


снес. 


(90) 


Para esto ез sufici 
bros de la igualdad (29) por 14-2. Se obtieno 
entonces quo 
ана 

(+ Oe СА... Ст) (142). 


La expresión del primer miembro do ésta igual- 
dad la desarrollaremos nuevamonto еп ol bino- 
mio de Newton. Sólo que habrá que sustituir 
en dicha fórmula n por п + 4. Por esto, ol coofi- 
ciente do al será CẸR* En ol segundo miembro, 
ел cambio, al abrir paréntesis ol término que 
contiene 2“ surge dos veces: al multiplicar Сђ2ћ 
por 1 y al multiplicar Cusek=3 por z. Por esto, 
coeficiente de т* еп el segundo miembro de la 
igualdad tendrá la forma CR + С}. Pero а am- 
Bos lados debe haber un mismo polinomio. Рог 
esto, los coeficientos do z" en ambos miembros 
deben ser iguales. Esto demuestra, precisamente, 
que Сө = CR + Са. 

En la pág. 36 hemos demostrado esta igual- 
dad. Poro allí fuoron necesarios razonamientos 
combinatorios. Análogamente, en la pág. 36 
fue demostrado, de manera relativamento com- 
pleja, que & 
2n=0p +C] ++... + (зу 

Sin ombargo, mediante la fórmula (29) la 
demostración se obtiene instantúncamente: es 
suficiente hacer 2—1. Y si hacemos еп esta 
igualdad x= — 1, se obtiono que 
OOO HOR CRA Ce 

0-0" 
En otras palabras, la suma de los valores de Ch 


para k pares es igual а la suma de dichos valo- 
res para k Impares: 


CB+CP4CIH o. Ст. 
СрО. БОт. (82) 
Ambas somas son finitas y so interrumpen cuando 
2m y 2m + t respectivamente sean mayoros quo п, 
Se obtiono un resultado curioso ві en la igual- 
dad (29) se haco z = i, n= 4m, Un cálculo son- 


120 


«Шо demuestra que (1 -+ )= —4. Por esto, 
(1 + ("= 4)", Obtenemos entonces la 
igualdad 
(тае Ст OPE OR q CAMS -j 
HOPA... + ORM Ст C—C 
LOHOR.. +O 

Soparando on esta igualdad las partes real е 
imaginaria, зе obtienen las iden tidades 
om-om om... Сл 0, өз) 
A A a) 
Dejamos que el lector compruebo por sí mismo 
qué identidades so obtienen si se haco n=4m-+A, 
4m+2, 4m+3. 

Es fácil demostrar también, mediante la fun- 
ción generatriz, la igualdad 
срт CICR CORA COTA. 
«+FORO (35) 
(aquí se toma Сд =0 рага s—k <0; por esto, 
en realidad k varía desde 0 hasta el menor de 
los númerosTm, n). Para la demostración, hay 
que tomar los desarrollos 
(an 00-02... Сга... Chen 
у 
наут Ср РСТ... Оран... Срат 
y multiplicar ambos miembros de estas igual- 
dades. So obtiene entonces 
а) [034 Chad. + Cha 
«Chem [CP +Ср=+...-+Срг*+...--Сдит], 
Apliquemos ahora al primor miembro la fór- 


mula del binomio de Nowton (para el exponento 
n= т), y abramos paréntesis on el segundo miem- 
bro. Si so comparan los cooficientes de 2* en 
ambos miembros, зе obtiene, precisamente, la 
igualdad (35). Un caso particular do ésta es la 


CR = (CPC. + (СД 85) 
(rocuárdose que С = бк). 


FORMULA POLINÓMICA 


Aplicando la fórmula dol binomio de Newton» 
зе pueden desarrollar también expresiones más 
complejas, como por ejemplo la (=-+y-+2)4, Pro- 
cisamente, 

(ya) (24 y) 42m 
СН CA е0) 2 

+0 (+0) Cp 
Desarrollemos ahora (z+y)$, (2-49), (240% 
nuevamente según la fórmula del binomio de 
Newton. Se obtione asi 


(er yth 6 2 thash bo 
+02 dad q брза 4 Gay 4 bat 
+6y2224 1228 yz 4 122y204 12222. (36) 


Pero este método es demasiado engorroso, 
Aplicándolo, es difícil responder inmediata- 
mente a la pregunta: ¿con qué coeficiente figura 
en el desarrollo de (=+y-+2)P ol tórmino 
224279 Por esto, es deseable deducir una fórmula 
que mos dé directamente el desarrollo de la ox- 
presión 

(а-аа... + м)". (37у 
Мо ев difícil adivinar esta fórmula, En la дешоз- 
tración de la del binomio de Newton, vimos que 
en el desarrollo de (а + 2)" el término ¿'a"-* 
figuraba con cooficiente Р (k, п — k). Se puedo 
suponer quo on el desarrollo de (2, -+ ža + 
+... + аы)”, ol cooficiento do абыш |, alzó 
será Р (ku ka » -+ km). Ahora demostraremos 
que esto es así precisamente, 

Еп ofecto, oseribamos (21 + za +... + zm)” 
en forma de producto de л factores у abramos pa= 
réntesis, escribiondo todos los factores on su 
orden de aparición. Está claro que entonces so 
obtendrán todos los arreglos posibles con repe- 
tición, formados por las letras zı, ға, .. 
tomadas do а п. Pero algunos de estos arreglos 
поз darán términos somojantos. Así será, si еп 
el primer arreglo cada letra figura tantas veces 
como on el segundo, Por esto, para hallar el coo- 


+» Ems 
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ficient de їшї... тт, hay que calcular 
cuántos arreglos соп ropotición contienen ky 
veces la letra zı, ka veces la za, .. ., km voces la 
sm» Está claro que cada uno de estos arreglos es 
una pormutación con repotición de №, letras zr, 
ka letras xa, .. «y fp letras zm. Hemos denotado 
modianto Р (№, k km) е1 número do tales 
pormutaciones. De esta manera, efectivamente, 
ol coeficiente de тїгї? ... zm en el desarrollo 
do la expresión (37) es P (kı ka ..., km) 
(donde, ве sobreentiende, k+ k+... + 
+ lin == n, ya que en cada término del desarrollo 
figura un elemento de cada paréntesis, siendo л 
el número total de paréntesis que so multiplican). 

La fórmula que acabamos de demostrar se 
puede escribir como sigue: 


ба... ат) 
Y Р, kas oses da e, 


(58) 


donde Ја suma se generaliza a todas las parti- 
ciones posibles k;+kz+...-+km del número п 
еп m sumandos enteros по negativos, Recuér- 
deso que 


П 
P (kn, Ko (kitkat... tkm)! 


hal ө 


ПЫ... kml? 

Está claro que si los números з, ..., sm зе 
obtienen de los Xy, .. -, km mediante una permu- 
tación, será Р (sy +0 <> Sm) = Р (Kgs © А) 


Por esto, por ejemplo, en el desarrollo (26) los 
coeficientes de з5уг y zy son iguales. Esta ob- 
sorvación facilita el cálculo de los tórminos dol 
desarrollo (37). Es suficiento hallar los coeficien= 
tos para las particiones n= А, А... 
++ lim tales que > А >... Dkm Y 
Juego cambiar de lugar los exponentes de todas 
las formas. posibles. 
Calculemos, por ejemplo, (z + y + 3)". Si по se 
tiono en cuenta el orden do Jos sumandos, el 
número 5 se puede dividir en З sumandos de cinco 
formas: 
5=54040, 
веза, 


44140, 5=34240, 
24244. 


Poro Р(5, 0, 0)=1, P(4, 1,0)=5, P(3, 2, 0)=10, 
Р (3, 1, 1)=20, Р (2, 2, 1)=30, Por esto, 
(yal 204- yb 064 ay 4 Блуе Sete de 
+ 5ш4--5уч + 5yrt 440293 4 102994 
4101342 4402819 + 1098-4404234- 202342 + 
4.20249: 4202923 430228 4- 802829 4- 30у, 

La fórmula (88) permite demostrar fácilmente 
algunas propiedades do los números Р (ki, kg, ... 
km). Por ejemplo, si hacemos en esta fór- 
=z... = am = Á, se obtiene quo 

тһ $} P (ky, + km). Чо). 


Aquí la suma ве extiende a todas las particiones. 
del número п en m sumandos enteros no noga- 
tivos: n= k- А... + А, tomándose ев 
consideración el orden de los sumandos. 

Ahora bien, si se multiplican ambos miembros. 
de la igualdad (38) por zı +z: +... -+ tmr 
so aplica al primer miembro un desarrollo aná- 
logo у so abren paréntesis en el segundo, so ob- 
tiene para Р (k, ..., km) la siguiente relación 


de rocurrencia: 
Piki ka km)=P (1, kos 0001 km) 
+P (kn ka kmt 
+P (ki kas oss һа—1). (41) 


Si abora multiplicamos ambos miembros do los 
desarrollos 


(rad o. ham) Y) P (p kos oo 
aeos im) ahaha... m 


y 
бааа оо. Бат) ЎР (Ы, о. 
ЕЕ 


y comparamos los coeficientes de 211272 
29 en ambos miembros, se obtieno la iden- 


Em) P (lis Las aaas 1м). 


(52) 
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-Aquí en ol segundo miembro la suma se extiende 
а todos los múmoros enteros no negativos ky, 
“r kmi lir day + + +; Loy tales que ky + ke + 
iht.. tms y 
+ 001 km F bag = Fme 
Dejamos que el lector efectúe con detalle los ra- 
zonamientos correspondientes. 

So sobreentiende que las fórmulas (40)— (42) 
so podrían haber obtenido sin utilizar la función 
generatriz (38). Pero en tal caso habríamos tenido 
«quo ofectuar razonamientos de carácter geomó- 
trico, análogos a los aplicados on le pág. 86, 
aunque ya no on ol plano, sino en el espacio 
n-dimensional. La aplicación do la función gene- 
tatriz permito obtener ostas identidades automá- 
ticamente, efectuando sólo transformaciones alge- 
braicas soncillas. 


SERIE DE NEWTON 


Hemos denominado, como se haco comúnmente 
on la escuela, binomio de Newton a la fórmula 
dol desarrollo de (а +z)". Esta denominación 
ез incorrocta desde ol punto do vista de la his- 
toria do las matomáticas, Dicha fórmula era 
bien conocida por los matemáticos del Авіа Cen- 
tral Omar Hayyam, Giyaseddin y otros. En la 
Europa Occidental, mucho antes que Newton la 
«conocía Blas Pascal. El mérito de Newton resid 
en otro hecho: ól logró generalizar la fórmula del 
desarrollo do (z -+ a)" para ol caso de exponentes 
no entoros, Precisamonto, éste demostró que st 
4 ез un número positivo y | = | < a, para todo valor 
real de о, tiene lugar la igualdad 


(а-аа ааа ED а-да р. 
Ит Ci) -- ED аса... (43) 


Sólo quo ahora se obtiene no un número finito 
Че sumandos, sino una serie infinita. En el caso 
«а que п os un número entero, el paréntesis (в — п) 
so anula. Pero esto paréntesis figura en los coefi- 


. siguiente igualdad: > 


cientes de todos los términos, a partir del (п + 
+ 2)-ésimo, por lo cual todos estos términos del 
desarrollo son iguales a cero. Por esto, para un л 
natural la serie (43) so transforma on una suma 
finita. 

No demostraremos la fórmula (43) para todo 
valor de а, sino que estudinromos solamento ol 
caso en que æ es un número entero negativo, 
a= —n. En este caso, la fórmula quo dobomos' 
demostrar adquiero la siguiente forma: 


(dama nando 0) na _ 


natmi ps 
Берре. 


.. (44) 


Esta igualdad se puedo escribir de otro modo 
como sigue: 


a (jra (@/- 


au (2)°+.-+—жсрүн- (E Po 


on cuenta 


pio) . 


que 


Nos resultará más cómodo 
por —+ y demostrar, en lugar do la (44), la 


sustituir E 


(And COR o HOREA hn, 

(45) 
Efectuaromos la demostración mediante induc- 
ción completa con respecto a л. Para n=1, 
tonemos que Cp+=1=Ci=1, por lo cual la 
relación a demostrar adquiere la forma siguiente: 


1 


A в) 
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Pero ósta es la conocida fórmula do la suma de 
runa progresión geomótrica infinita decrecionte 
= 


«rocuérdeso que en nuestro caso es | £| = | 


<1). 

Supongamos ahora que ya fue demostrada la 
igualdad (45) y demostromos que ésta implica 
la igualdad 
(i—i 1 4- CRM CIA 4... 

e HORA (47) 

Para esto, multipliquemos ambos miembros de 
Ла igualdad (47) а demostrar por 1 — t. Si después 
«de esto obtenemos una igualdad correcta, la (47) 
también tendrá lugar. Pero después de multi- 
plicar por 1 — t, se obtiono 
00-те 14 CPU CP 

ооа A. 
-Abramos paréntesis еп el sogundo miembro y re- 
«duzcamos los términos somejantos. Los sumandos 
quo contienen e aparecen dos veces: cuando se 
multiplica a С? рог 1 y cuando se multiplica 
а CREI! 0-4 por —<. Por esto, el coeficiento de 
2 en el segundo miembro es igual a 
сүз cp! 
(véoso la fórmula (11) de la pág. 36). 

Poro, por la hipótesis do la inducción, ol coe- 
ficionte do £" en el desarrollo do (1— 0)-" os 
precisamente igual a СВА! Como después do 
multiplicar por 1 — £ hemos obtonido una igual- 
dad correcta, la igualdad (45) a domostrar tam- 
bión lo es 

Si ol lector no quiero ir desde una igualdad а 
demostrar hasta otra ya conocida, sino que pre- 
fiero ol camino contrario, debo multiplicar ambos 
miembros do la igualdad (45) por los términos 
correspondientes de la rolación (46). So obtiene 
entonces quo 
ата 
асрн Срна р... OA) 

XA He 


|< 


Ahora hay que abrir paréntesis y aplicar lo 
identidad 


срср... С асу 


(véaso la pág. 37). Como resultado, so llega 
a la rolación (47) que so quería demostrar). 

Do esta manera, la igualdad (45) queda domos- 
trada. Recalquemos una voz más que ésta es 
válida solamente para | £ | < 1. Si un lector des- 
cuidado pruoba hacer өп ambos miembros do la 
igualdad {= —1 y deduco, а baso do esto, la 
fórmula «notable» 


ON 


HAC ‚ (48) 
eometerá un gravo error, pues en el segundo 
miembro se halla la suma de números enteros, que 
nunca dará el número fraccionario 1/2”. 

En el siglo XVIII, cuando la tooría de Јаз serios 
infinitas aún no estaba estudiada al dotallo, 
estos erroros eran cometidos también por mate- 

ticos conocidos. Fueron necesarias decenas de 
años de investigaciones intensas para comprender 
con exactitud qué es la suma de una serio infi- 
nita, cuándo ésta existo y cuándo no. A propó- 
sito, hay que acotar que a fines del siglo XIX el 
concepto de suma do una serio infinita fue con- 
siderablemente goncralizado, y existen defini- 
ciones en las que la fórmula (48) tiene lugar. 
Pero estos problemas so salon dol marco de nu- 
ostro libro. 

Comparemos el desarrollo que acabamos de de- 
mostrar 


fon 


сиса 
С) СЕНА, 
соп la fórmula 
(дп Ст OPA ORG 
(% 
Llegamos nuevamonto а la conclusión de que al 
generalizar el símbolo CÌ para valores nogat vos 


(49) 
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de л, hay que hacer 

CR =(P сн 

(убаво la pág. 80). Para valores negativos de к 
sorá C= 0, por cuanto en los desarrollos (49) 
y (50) no figuran sumandos con potoncias nega- 
tivas de £. Por las mismas razones será CÌ = 0 
para O<nA<k 


Análogamente, рага п == — 2 deducimos quo 


Ma 


Las fórmulas obtenidas se pueden escribir de 
otro modo. Para esto, obsérvese que 


(52) 


EXTRACCION DE RAICES 
CUADRADAS 


Hemos demostrado la fórmula de Newton para 
todos los valores enteros del exponente. Pero, 
como ya indicamos, esta fórmula es válida no 
sólo para los valores enteros del exponente, sino 
también para los fraccionarios (о inclusivo para 
los irracionales). Aquí no la demostraremos para 
dichos valores, limitándonos a escribir los de- 


„å 2 1 
sarrollos para пк=руп=— р. 


Para п = 51а fórmula de Newton adquiere la 
forma 


teitte 26) “+ 


(51) 


AAA 


4-3... (2-0), Q__ 4 can 
е Ж тмир а^" 


Foti 
cr 


ёг 


par... (6 


ака 
Estas expresiones convergen en la región |z)<4. 
Con su ayuda зе pueden extraer raíces cuadradas 
con cualquier grado de exactitud. Por ejemplo, 
А 
VA рана 
ЕГЕ 02-41 


Sin embargo, по nos interesarán las aplicaciones 
do las fórmulas indicadas а la extracción do raíces 
cuadradas de números, sino las relaciones entré 
Jos coeficientes binomiáles quo se desprenden de 
los desarrollos obtenidos. Para“obtenor estas г 
ciones, elevemos ambos igual 
(53) al cuadrado. En virtud do la regla del pro- 
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ducto de series de potencias, so obtiene que el 
coeficiente de z" en el segundo miembro tiene 
la forma 


por. + 


En el primer miembro do csta igualdad so obtiene 


" 
Y 1 

[eta E-r 

Pero nosotros sabemos que 

Tutor га... 40 TA 

Comparando los coeficientes de las potencias 2% 


eu ambos miembros de la igualdad, so obtiono 
la identidad 


A A ENS 


Razonamientos análogos, aplicados а la igual- 
dad (54), nos conducen а la identidad 


„ре ре сюр, 

ST КОЗУ + 
„Фе Фе ра 
сат, 200) 


que оз válida para k> 2, 
Continuando, multipliquemos miembro a miem- 
bro los desarrollos (53) y (54). Se obtiene entonces 


[++ 2— е atg С 


1 1 
ds са зго... 


D opat]. 


(57) 


Abramos paréntesis on ol segundo miembro de 
esta Igualdad. Obtendremos una serie de potencias, 
соп la particularidad de que se deduce de la igual- 
dad (57) que todos los coeficientes do esta serie 


(a excepción del término independionto) son 
iguales a cero. De aquí so obtiene la identidad 


ср сср оц... 


жорто, 09) 


Ja cual es válida para 54. 
Obsérvese, por último, quo 
i Т 
наанаа) 5, 
de dondo so desprende que 


(hr oie. 


DO ra =) 


х —2422—224... E 


сә... 


1 
=i- 


-i 
$ 4 с. 


Abricudo paróntesis en ambos miembros de esta 
igualdad y comparando los coeficientes de z* en 
ambas partes, so obtiene la identidad 


FUNCIONES GENERATRIC! 
Y RELACIONES DE RECURRENCIA 


Ya hemos expresado que la teoría do las fun- 
ciones gonesatrices está estrechamente ligada a las 
rolaciones de recurrencia, Volvamos a analizar 
la división de los polinomios. Sean 
Пааа... Бант 
у 
р) г... bazm 
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dos polinomios, con la particularidad de que 
by = 0. Además, supongamos que п < т, es 
decir, que el quebrado algebraico 2 es propio 
(on caso contrario se puede separar de éste la 
parte entera). 

Sabemos que si 


9) a А. 
тенен, 

ontonces sorá 

СЕСЕ 
ор. ыт) (ео Бе... 

Жома...) 

Abramos paréntesis en el segundo miembro de 

esta igualdad y comparemos los coeficientes de 

iguales potencias de z on ambos miembros. 

Primeramonto obtendremos m relaciones del 

tipo siguiente: 

boto=ao 

bocs оа 

boca 4-с Воо аз, 

Беті тег Ва ата 

(i п<т--1, consideramos que аһы... 
< жаш = 0), Las demás rolaciones son todas 

del mismo tipo: 

A +. тел ==0, 

ї==0,1,... (62) 


(puesto quo en f (z) no hay términos que conten- 
gan az", z"+*, oto,). Así, pues, los coeficientes 
Co, у оооу hr » > » do la sorio. (60) satisfacen 
а la rolación do recurrencia (62). Los coeficientes 
de csta relación dopenden solamente del denomi- 
mador de la fracción. A su vez ol numerador es 
necesario para la determinación de los primeros 
términos cor б, ...› cm-t de la sucesión do 
recurrencia. 

Recíprocamente, зі so da la relación de recu- 
rrencia (62) у so fijan los términos co, є, ... 
y m-t Primeramente, a partir de 


(60) 


(6t) 


las (61), calculamos los valores do ag 
+ т-а, Entonces, la función gencratríz 
sucesión do números ез, д,..., су... 
quebrado algobraico 


102) tart... tamrm 

A primera vista pareceria ser que homos ganado 
poco al sustitvir la relación de recurrencia por 
la función generatriz. Porque de todos modos 
habrá quo di el numerador por ol denomi- 
lo que a su vez nos conducirá a la mismo 
relación de recurrencia (62). Pero la ventaja con- 
sisto оп que con la fracción (63) so pueden еїос- 


tuar algunas traasformaciones algebraicas, lo 
cual facilita la determinación дө los números сд. 


DESARROLLO EN FRACCIONES 
ELEMENTALES 


Ahora mostraremos cómo so puedon resolver las 
relaciones de recurrencia efectuando transforma= 
ciones algebraicas de la función goneratriz. 
Supongamos que el denominador de la fracción 
(63) se halla desarrollado on factores de primer 
grado: 


Pl) =bn (#—о4)'... (2). 


Obsérvese quo para esto es necesario provi 
mente resolvor la ecuación do + . . . -+ бл" == 
== 0, es decir, la ecuación característica do la 
relación (62). 

Entonces queda claro quo la fracción (09) 
{цо obtenida como resultado do reducir а común 
denominador las siguientes fracciones elemen- 
tales: 


Ан Asa As 
пу Ra a)" 
a 
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En otras palabras, 


ао... атата Ay 
тоу... (т—®)* {т-а 


(64) 


Aquí desconocemos solamente los coeficientes 
Аң, ++ Ay as: Para hallarlos, hay que mul- 
tiplicar ambos miembros de la igualdad (64) 
рог ol donominador (2 — ax)" -. . (2— ay)", abrir 
paréntesis y comparar los coeficientes de igua- 
les potencias de z. Dol sistema obtenido de ecua- 
ciones se hallan, precisamente, los coeficientes 
buscados. 

A veces so logra evitar la resolución del sistema 
do ecuaciones. Supongamos, por ejemplo, que 
hay que desarrollar la fracción 


з—2:1-4-62-+-1 
кеке] 


Como 
sy (1) (z2— 4) = 

(21) (2+1) (22) (242), 
esto desarrollo doberá tener la forma 


Pp 
{к= ЕДЕ JEF 
А B с р 
"+++ 


Reduciendo a denominador común, se obtiene que 
2204 dd (2-41) (12) (242) 

+B (21) (2—2) (242) + 

+0) AED (2+1) (2—2). 
Esta igualdad debe satisfacerse para todo valor 
de z. Poro рага == 1 todos los sumandos del 
segundo miembro de la igualdad, a excepción 
del primero, se anulan, y obtenomos —6А = 6. 


Por esto, A = —1. Análogamente, haciendo == 
= —1, z= 2, z= —2, se halla que B= — 5, 


с={ , D=2. Do esto modo, 
faam dd +1017 1 
+4 TAN? 
13 9 
trote 


Para las fracciones del tipo гт, el desa- 


rrollo on serio зе obtiene a partir do la fórmula, 
do Newton. Por ejemplo, 


13 yl 
-a(t-3)"- 

13 2,2 an 7 
MH E]. 
Aplicando este desarrollo a todos los quebrados. 
de la igualdad (65), se obtiene que 


я 


Agrupundo los términos con iguales potencias. 
de z, se obtiene que el coeficiente de хп so 
expresa mediante la fórmula 


epi 


¿1 


3 
Ya sabomos quo ol problema sobro el desarrollo 


do una fracción algobraica еп sorio de potencias 
es equivalento al do Ја resolución de ciorta rela- 
ción de recurrencia còn condiciones iniciales dadas. 
Do esta manera, mediante el desarrollo de los 
quebrados en olementales y el subsiguiente desa- 
rrollo de éstos en series de potencias se puoden 
resolver las relaciones lineales recurrentes con 
coclicientes constantes. 

De esta forma, si se dan la relación de recu- 
rrencia (62) y los valores de co, .. „с-а, hay 
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quo hallar primeramente, según las fórmulas (61), 
los valores de ау, .. .‚ ар. Estos nos dan los 
coeficientes del polinomio que se halla сп el 
numerador do la fracción 
1ч) _ 
ту” от+...+емА+... 
El denominador de esta fracción ев igual a bo + 
Ho. bp. 

La fracción кн LE debe descomponerse 


оа fracciones elementales, Juego do lo cual cada 
una de ellas so desarrolla en sorie de potencias 
según la fórmula de Newton. El coeficiente de z” 
en Ja serie obtenida nos da, precisamente, el valor 
de у. 

Hesolvamos, por ejemplo, la relación de recu- 
rrencia 


бана Senp bep =0 


(66) 


<on las condiciones iniciales cg=1, д=—2. 
Aquí será by=1, by=-—5, b,=6, De Ја fórmula 
(61) so obtiene que а= дса 1, а= богу со 
= —7. Por esto, el numerador de la fracción 


Lia 
EEN E 

es igual a £— 7z, El denominador de esta frac- 
ción se obtiene de inmediato do la relación (60). 
Esto tiono la forma 22 — 5z + 6. Рог lo tanto, 
para hallar la solución dobemos desarrollar en 
sorie do potoncias-la fracción 


1—72 
Еги) 

Poro 22—52 4-6 (2—2) (2—3), por lo cual 
1—72 i-z А B 
AO 05000 AA 

minando denominadores, obtenemos 

1-72 А (13) + B (3—2). 

Насіопйо ғ==3, se halla que В = — 20, у расіеп. 
Фо 2=2, se encuentra que A=43, Рог consi- 


guiente, 
1—72 
PEF 


SOBRE UNA RELACION UNICA NO 
LINEAL DE RECURRENCIA 


Al resolver el problema sobre la partición 
de una sucesión, obtuvimos la relación de recu- 
rrencia 
Та ТТ аА ooo Тато 0) 


donde Тє = 1 (véase la pág. 100). Esta relación 
fue resuelta de un modo muy artificioso: redu- 
jimos este problema al problema do la cola (véaso 
Та pág. 56), el cual ya sabíamos resolver. Pero 
la propia resolución del problema do la cola ora 
bastante engorrosa. 

Ahora mostraremos cómo so resuelvo directa- 
mente la relación (67). Para esto, escribamos la 
función generatriz 


HT Тааз о. Tp. (68) 

Hagamos 

F (2) ва z} (2) = Тог Тра... HTa ooo 
(б) 


y elovemos Р (z) al cuadrado, So obtiene enton- 

ces que 

Р (== Таа ITA TT) A 
A 

Poro, en virtud de la relación do recurren 

(67), 

A A 
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Por consiguiente, 

Фа (а) = Таз Туз... HTA anti. 

La serio obtenida no es otra cosa que F (z)— 

— Тов; como To=1, ésta es igual а F(2)—z. 

Así, pues, 

Ёз (дуга P(s)—x. (0) 
Homos obtenido para la función F(z) l 

ecuación cuadrática (70). Resolviéndola, se halla 

quo 


Pr) 


Уг 
шне, 


Hemos escogido el signo de menos delante 
de la raíz, pues en caso contrario tendríamos, 
para z=0, / (0) = 2, mientras que del desarrollo 
(09) se aprecia que Р (0) = 0, 

En virtud de la fórmula (54), tendremos que 
1 


VER =41-41=4 


2 н 
Pm 


¿ote 


түт ar 


Por cosiguiente, 


$ z (term... 


cpn, > 


F (а) 


= 
афс 


Cien 


т a 


Comparando las fórmulas (69) y (71), se obtiene 
que Л, = 1 CF". Esto corresponde total- 


monto а la solución obtonida antes por un método 
combinatorio (véase la pág. 100). 


FUNCIONES GENERATRICES 
Y PARTICIONES DE LOS NUMEROS 


En el capítulo [V resolvimos distintos prob 
mas combinalorios sobro particiones de números. 
Estos problemas pueden resolverse соп suma 
sencillez mediante las funciones generatrices. 


СЕТ 


Designomos mediante ap ol número de maneras de 
particiones para n, y escribamos la serio 
A 
En muchos casos se logra formar una oxpresión 
algobraica / (z) tal quo despuós do quitar parón- 
tesis en este expresión el sumando z" ве repite 
exactamente ap veces. Entoneos 
1@=%®+ат+...+а+... 
у, por lo tanto, / (z) es la función genoratriz do 
la sucesión а, а, .... Ops +++ 

Supongamos, por ejemplo, que se considera 
lo partición del número N en sumandos, cada uno 
de los cuales sea igual a uno de los números т... 

. + п. Además, los sumandos no deben repetirse, 
y su orden no tiene Importancia. 

Para resolver el problema, formemos la ex- 
presión 


афа) (+4)... (142. 12) 


AL quitar paréntesis, so obtienen sumandos del 
tipo 279, ..., 278, donde mi. .., ma son 
algunos de los números m, ..., My. Рог esto 
zN se encontrará en la suma tantas voces, de 
cuantas maneras ёо pueda descomponer ol nú- 
moro N en sumandos, de la forma requerida. 

Por cjomplo, si hay que averiguar de cuántas 
formas so puede pagar 78 Корек, tomando по 
más do una moneda de cada valor, hay que formar 
la oxpresión 


а) (2) (442%) (14-208) х 
X (14210) (14-210) (4 4-20) (1 4290), (73) 


abrir paréntesis y hallar el coeficiente de 278, 

Kesolsamos ahora mediante las funciones geno- 
Tatrices ol siguiento problema; 

¿De cuántas maneras se pueden pagar 29 kopeks 
en monedas de 3 y 5 k.? 

En este problema hay que hallar el número 
Че formas de descomponer ol número 29 en su- 
mandos, iguales а 3 y 5, sin que nos interese el 
orden de ést En otras palabras, hay quo ha- 
MHar“ol número de soluciones no negativas de la 
cenación 3m + 5n = 29. 
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Escribamos para esto la expresión 

HASU PHH. H.) 

XAH... asn...) (М) 
Los exponentes do z en el primer paréntesis toman 
todos los valoros no negativos múltiplos 
y еп el segundo, todos los no negativos múlti 
plos do 5. Está claro que después do quitar pa- 
réntesis z figurará con un coeficiente igual al 
número de soluciones de la ecuación 3m + ón = 
= N. En particulas, el coeficiente de 22% пов 
dará la respuesta de nuestro probloma, 

En lugar de quitar paréntesis, se puede proce- 
dor del siguiente modo. Apliquemos Ја fórmula 
do la progresión geométrica infinita. Entonces la 
expresión (74) so escribe en la forma 

1 
2527" 


Dividamos ahora el numorador рог el denomi- 
nador, según la regla do división de polinomios 


1 


En este caso, la función generatriz tiene la forma 
I=... ata...) 
ES 
хаталт. RO 


1 
e 09 


Por ejemplo, en el problema sobro el cambio 
de la moneda de 10 kopoks (vénse la pág. 00), 
hay que escribir la función generatriz 


1 
= e e a 
Multiplicando las expresiones quo están en eb 
denominador de la fracción se obtiene 
1 
VO ¡AFAN 
Efectuando la división, se halla que 
1-24 DG 


AAA 


TEA 


DAI 
ETETETT EAEE TE 


та a per TE 


(sólo que los dispondremos no en potencias de- 
crecientes, sino en potencias crecientes de т). 
El comienzo do esta division es el siguiente: 


1 10248 
DEB +0 
AE 


Continuando la división, se balla el coeficiente 
buscado de 239, 
El problema general es aquí ol siguiente: 
Hallar de cuántas maneras se puede descomponer 
el número N en sumandos, iguales respectiva» 
mente a a, b, .. ., m, sin que se tenga en cuenta el 
orden de éstos. 


Tarpt 


El coeficiente de 219 da la respuesta del problema 
planteado. 

Se sobreentiende que aquí es bastante com- 
plicado efectuar la división por ol mótodo habi- 
tual. En lugar do esto, se puedo procodor de otra 
forma. Escribamos el resultado de la división. 
en forma de una serio infinita con cooliciontes 
indeterminados: 


= 4+ Ajo Ad dh At 


Multipliquemos ambos miembros de la igualdad 
por el denominador, Entonces, ol coeficiente de 
z^ en el segundo miembro sorá igual а 


An— Api Anit An-1— Ана Ао A 
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En el primer miembro, el coeficiente de ғ", 
1n>l, es igual a cero. Por consiguiento, para 
1>1 los coeficientes An deben satisfacer а la 
relación de recurrencia 


An= Апе An-2— Ал + Ano Ал-ю— А-н. 


Las condiciones iniciales tienen la forma: А „ = 0 
para n<0 y Ао 1. Utilizando estas condi- 
ciones, es fácil hallar sucesivamente todos los 
coelicientos An. 

Como ejemplo, consideremos el problema del 
aspirante (véase la pág. 66). En ésto había que 
hallar de cuántas maneras so puede representar 
el número 17 on forma de suma de 4 sumandos, 
que adquieren los valores 3, 4, 5, teniendo im- 
portancia el orden de los sumandos. Para este 
problema, hay quo tomar como función gene- 
ratriz (23-+ 24 + 2), puesto que al abrir parén- 
tesis en la expresion f(z) Be, 
cada sumando 2% se encontrará tantas veces, de 
cuantas maneras Y se descomponga en suma de 
4 sumandos que adquieran los valores 3, 4, 5. 
Aquí se encontrarán también los términos que 
se obtienen uno del otro por permutación de los 
sumandos en el exponente (por ejemplo, 211423 
y 243228). 

La operación de abrir paréntesis en la expre- 
sión (29 + st a) 20 (1 z + 23) зе pue- 
de efectuar, por ejemplo, por el teorema poli- 
nómico, Pero es más sencillo otro método. Ob- 


sérvese que {+++ EE, 
{ (2) se puede escribir en la forma 


= йй a 


Рог esto, 


fórmula del binomio de 


Newton, tendremos que 


(a 1 hat H Grt 429 2, 


y por la fórmula do la serie do Newton (véase 
lo pag. 122), sorá (1— +)-4= 1-4-4 + 10224202%p .. 
RED ang., 


4-5. 


Por esto, 
Қа) = 1% (1454670 4294212) x 

X (442410784 2007-4 3524450284...) 
Multiplicando término a término estos dosarro- 
llos, se halla que el coefíciento de 21 es igual 
а 16. En consecuencia, la partición se puedo efec- 
шаг de 16 manoras. 

En general, si bay quo hallar de cuántas maneras 
ве puedo descomponor ol número N еп k sumandos, 
que adquieren los valores m, ..., ne, tonión- 
dose en cuenta el orden de los sumandos, la 
función generatriz {епо la forma 
10 panh, 

El problema se simplifica si los números лү, 

+++ у forman una progresión aritmética. En 
este caso, дн, ..., хта forman шпа progresión 
geométrica, lo cual permite simplificar la ex- 
presión de f (2). 

Hallemos, por ejemplo, de cuántas maneras se 
pueden obtener 25 tantos, echando 7 dados. 
Aquí hay que formar la función goneratriz 


=t Hay бт) 
Por la fórmula de la suma do una progresión 


geométrica, esta función se puede escribir еп la 
siguiente forma: 

2701 28)7 
Па a. 


Desarrollemos ahora (1—=2%7 segón la fórmula 

del binomio de Newton, y (1—2)", según la do 

la serio de Newton. Obtenemos entonces 

J (a) ma? (1— 7184 221 — 35184-35248 — 24:90 4 

HTA зв) (1724-2822 4 BAr? me 
+210:4-4402254, 


бв) 


Multiplicondo estos desarrollos, so calcula sin 
dificultad el coeficiente do 2, Este nos dará, pro- 
cisamente, la respuesta al problema planteado. 

Análogamente se resuolven también, medianto 
las funciones generatrices, los otros problemas 
analizados en ol capítulo 1V, 


y 
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RESUMEN DE LOS RESULTADOS SOBRE 
LA COMBINATORIA DE LA PARTICION 


1. El númeto de formas de dividir n distintos 
en r grupos diferenciables entre sí соп 
rticularidad de quo so admiten grupos vacíos, 
es igual a 7”, 

2. El númoro de maneras de dividir n objetos 
distintos en r grupos diferonciables entre sí, 
siendo todos éstos no vacíos, es igual al coefi 
cionto de а” del desarrollo de la función (е — 1)” 
en serie do potencias, multiplicado por n! Este 
número so puede escribir on la forma 


miras i (аиа. 


3. Si en ol mismo problema los grupos son 
indistinguibles, la cantidad do maneras es ri 
voces menor. 

4. El número de modos do dividir п objetos 
indistinguibles en r grupos diferenciables entre 
sí, en los cuales todos los grupos no son vacíos, 
es igual a CRL 

5. El número de maneras do dividir n objetos 
indiferenciables en r grupos distinguibles, admi- 
tiéndose grupos vacíos, es igual a Слз! 

6. El número de formas do dividir п objetos 
indiferenciables en r grupos distinguibles, en 
los que cada grupo contenga por lo menos q obje- 
tos, os igual a Слл!—"@-!). 

7. El número de modos de dividir п objotos 
indistinguibles on y grupos diferonciables, en 
los quo ol número do olomentos do cada grupo se 
hallo ontre g y g+s—1,9<7<g+s—4, 
es igual al coeficiente de ="? del desarrollo de 


la función Ey en serio de potencias. 


8. Dosignemos el número de formas do divi- 
dir n objetos indistinguibles en г grupos indi 
forenciables, en los que no hay ninguno vacío, 
mediante П”. Entonces tieno lugar la fórmula de 


recurrencia 
MM Mp 


Tiene lugar la igualdad 


Para n= ғ < г, se tiene que 
п = пе. 

Conjuntamente con las particiones, se estudian 
las ordenaciones de clemontos, en los que tiene 
importancia tanto el orden de los grupos como 
cl de los elementos оп éstos, Para las ordenaciones 
son válidas las afirmaciones siguientes: 

9. Si n objetos distintos están ordenados en ғ 
grupos diferenciables, admitiéndose grupos vacíos, 
el número de ordenaciones es igual a 


гї)... (rn). 


10. Si а objetos distintos se ordenan en r grupos 
diferenciables, siendo todos ellos no vacíos, el 
número do ordenaciones es igual а 


219 


тт" 


Si, en cambio, los grupos son 


uúmoro de ordenaciones es igual a 


41. Supongamos que de я elementos diferen- 
tes se forman, de todas las maneras posibles, r gru- 
pos ordenados (se pueden tomar no todos los 
elementos, se admiten grupos vacíos y ве спо 
en cuenta el ordon de los grupos). La cantidad do 
tales grupos es igual a 


гүз) 
tr PTS 1. 

Esta expresión es ol coeficiente de z" del dosarro- 
По de la función e* (1 — т)" en serie de poten- 
cias, multiplicado por nl. 

12. Si en el mismo probloma so prohíben los 
grupos vacíos la respuesta es igual al coeficionto 
de z"-" en ol desarrollo de la función e* (1 — 2)" 
en potencias de z, multiplicado por n! 


PROBLEMAS DE COMBINATORIA 


1 
Do la ciudad A hasta la B conducen cinco caminos, 
y de la B a la C, tres. ¿Cuántos caminos que pason 
por В conducon desdo A hasta С? 


2. 
Do dos sociodades deportivas, con 100 osgrimi- 
dores cada una, hay que escoger йо a un espada- 
chín para parlicipar on una competición. ¿De 
cuántas formas se puedo efectuar esta olección? 


8. 
Hay cinco tipos de sobres зіл estampillas у cuatro 
tipos de estampillas de un mismo valor. ¿De 
cuántas maneras so pe escoger un sobre con 
estampilla para enviar una carta? 


4. 
¿De cuántos modos se puede escoger una vocal 
y una consonante de la palabra «cantor»? 


5. 
Lo mismo, pero de la palabra «trinco». 


в. 
Se есһа un dado de seis caras y se haco girar un 
trompo con ocho caras. ¿De cuántas maneras 
diferentes puedon caor éstos? 


7. 

A la cumbre de una montaña conducen cinco 
caminos. ¿De cuántas maneras puede tropar un 
turista a la montaña y descender de ella? Lo 
mismo, pero соп la condición de que ol asconso 
y el descenso tienen lugar por caminos diferentes. 


8. 
En una granja hay 20 ovejas y 24 cordos, ¿De 
cuántos modos se puede escoger una oveja y un 
cordo? Si osta olección ya fue efectuada, ¿de 
cuántas maneras se la puede efectuar nueva- 
теше 


9, 

¿De cuántas formas se pueden indicar en el tablero 
de ajedrez, dos casillas, una blanca y una nogra? 
¿Y sl no hay limitaciones en lo que respocta al 
dolor de las casillas escogidas? о 270048 8 


10; 
¿De cuántas munoras se pueden escogòr èn el 
tablero de ajodrez una casilla blanca y una порта 
que no estén en una misma horizontal ві vertical? 


a 
ө {2 palabras de género masculino, 9 o- 
nino y 10 de noutro hay quo escoger una de cada 
género. ¿Do cuántos modos so puede ofoctuar 
esta elección? 


12. 


6 pares de guantes de distintas medidas, 
je cuántas manoras so pueden escoger entro 
¿llos un guante de la mano izquierda y otro do 
Ја derecha, de forma que estos guantes sean do 
distintas medidas? 


13, 
De entre 3 ejemplares de un texto de álgobra, 
7 de uno de geometría y 7 de uno de trigonometri 


hay que escoger un ejemplar de cada texto, ¿Cuán= 
tos modos existen de efectuarlo? 
14. 


En una librería hay 6 ejemplares de la nove 
de 1. S. Turgénev «Rudin», 3 de la novela del 
mismo autor «Nido de Hidalgos» y 4 de la novela 
«Padres e Mijos», Además, hay 5 tomos que 
contienen las novelas «Rudin» y «Nido de Hi 
gos» y 7 que contienen las novelas «Nido de Ні 
gos» y «Padres e Hijos». ¿De cuántos modos se 
puede efectuar una compra que contenga un 
ejemplar de cada una de estas novelas? 


15. 
El mismo problema pero si, además, en la libre- 
ría hay tros tomos en los que so incluyen «Rudins 
y «Padres e Hijos. 


16. 

En una canasto hay 12 manzanas y 10 naranjas, 

Iván toma de ésta wna manzana о una пагап} 

luego de lo cual Nadia escogo 

naranja. ¿En qué сазо Nadia tendrá may 
fe elección: cuando Iván toma una 

manzana, o cuando ésto toma una naranja? 


17. 
Нау tres trompos con 6, 8 y 10 caras respectiva- 
mento. ¿De cuántas maneras diferentes pueden 
caor éstos? El mismo problema, ві se conoce que 


PROBLEMAS DE COMBINATORIA 


1. 

Dela ciudad A hasta la B conducon cinco caminos, 
y do la В a la С, tres. ¿Cuántos caminos que pasen 
рог В conducon desde A hasta C? 


2, 

Do dos sociedades deportivas, con 100 esgrimi- 
dores cada una, hay quo escoger de a un espada- 
chin para participar en una competición. ¿De 
cuántas formas so puode efectuar osta elección? 


3. 
Hay cinco tipos de sobres sin estampillas y cuatro 
tipos do estampillas do un mismo valor. ¿De 
cuántas maneras se a escoger un sobre con 
estampilla para enviar una carta? 
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¿De cuántos modos se puede escoger una vocal 
y una consonante de la palabra «cantors? 


5. 
Lo mismo, pero de la palabra «trineo». 


8. 

Se echa un dado de seis caras y se haco girar un 
trompo con ocho caras. ¿Do cuántas maneras 
diferentes pueden caer éstos? 


Te 

A la cumbre de una montaña conducen cinco 
caminos. ¿De cuántas maneras puede trepar un 
turista a la montaña y descender do ella? Lo 
mismo, pero con La condición de que el ascenso 
y el descenso tienen lugar por caminos diferentes. 


8. 

En una granja hay 20 ovejas у 24 cerdos. ¿De 
cuántos modos se puede escoger una oveja y un 
Sordo? Bi esta ellcción ya fue olocinada,” ado 
cuántas maneras se la puede efectuar muova- 
теп 


9. 
¿De cuántas formas so puedes indicar on ol tablero 
le ajedrez dos casillas. una blanca y una negra? 
¿Y si no hay limitaciones en lo que respecta al 
color do las casillas escogidas? 


10. 

¿De cuántas maneras so pueden escoger on el 
tablero de ajedrez una casilla blanca y una nogra 
que no ostén en una misma horizontal ni vertical? 


и. 

De 12 palabras de género masoulino, 9 de fome. 
nino y 10 do neutro hay que escogor опа de cada 
género, ¿Do cuántos modos se puede efectuar 
esta elección? 


12, 
Нау 6 
¿De cuántas maneras so pueden escoger entro 
“оз un guante do la mano izquierda y otra de 
la derecha, de forma que estos guantes sean de 
listintas medidas? 


ares de guantos de distintas medidas. 


1з. 

De entre 3 ejemplares de un texto de álgebr: 
7 de uno de geometría y 7 de uno de trigonometria 
hay que escoger un ejemplar de cada texto. ¿Cuán- 
tos modos existen de efectuarlo? 


1. 


En una canasta hay 12 manzanas y 10 naranjas 
Iván toma de ésta una manzana о una naranja, 
luego de lo cual Nadia una manzana у ш 
ja. ¿En qué adia tendrá mayor 
cuando Iván toma una 
toma una naranja? 


manzana, о cuando st 


17. 

Hay tres trompos con 6, 8 y 10 caras respectiva- 
mente. ¿De cuántes maneras diferentes pueden 
caer éstos? El mismo problema, si зе conoce que 
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por lo monos dos trompos cayeron sobre el lado 
marcado con la cifra 1. 


18, 
De cuántos modos зе pueden escoger tres pinturas 
liforontes de las cinco en existencia? 


19. 


20. 
¿Cuántos diccionarios hay que editar para quo 
Se puedan efectuar directamento traducciones 


entre cualquiera de los cinco idiomas: español, 
ruso, inglés, francés, alemán? 


и. 
¿Cuántos diccionarios habrá que agregar si el 
número de idiomas diferentes ез igual a 10? 


22, 

De cuántas maneras se puede escoger, de una 
araja completa, una carta de cada palot? Lo 
mismo, pero con la condición de que entre las 
йаз escogidas no haya ningún par igual, es 
decir, dos reyes, dos diez, etc. 


EJ 
Do cuántos modos se puedo escoger de una 
araja completa ¿que contoúga 52 cartas) una 

carta de cada palo do forma que las de palos 
rojos y les de palos лодтоз forinen parejas (por 
ojemplo, los nueves de picas y do tráboles y los 
valets de cuadrados y de corazones)? 


ж. 

Los ingleses suelen dar varios, nombres a s 
hijos. Do cuántas formas so puode dar un nombre 
al niño, si el número general de nombres es igual 
а 300, y le dan no пи тез nombres? 


25. 

Varias porsonas se siontan a una mesa redonda. 
Consideraremos que dos formas de sentarse coin- 
ciden, si cada persona tione los mismos vecinos 
en ambos casos, ¿De cuántos modos diferentes 


* Ве toma una baraja de 52 cartas (N. dol Т). 


a siete? 


se puedo sentar a cuatro personas? ¿Y 
dadas de entro 


¿En cuántos casos dos, persona: 
п cuán 


26. 
Cinco muchachas y tres muchachos juegan a la 
lota. ¿De cuántas formas pueden dividirse en 
з equipos de 4 personas cada uno, si еп cada 
haber por lo menos un muchacho? 


oq 


27: 
Нау quo enviar б cartas urgentes. ¿De cuántas 
maneras puedo efectuarse esto, si para transmitir 
las cartas se pueden enviar tres agentes, y Ca- 
da carta se puede entregar а cualquiera de 
ellos; 


28. 
Una persona tiene 7 libros de matomáti 
y otra, 9. ¿De cuántos modos pueden cambi 
un libro de uno рос uno dol otro? 


29. 


El mismo problema, pero se intercambian dos 
libros de uno por dos del otro. 


30. 

En una reunión deben intervomir 5 personas: 
A, В, C, D y Е. ¿Do cuántas manoras so pueden 
distribuir en la lísta de oradores, con la condi- 
ción de que B no debe intervenir antes que A? 


з. 


El mismo problema, pero соп la condición de que 
A doba intervi imediatamente antes que В, 


32, 
De cuántas formas se puede sentar alrededor 
le una mesa redonda a 5 hombres y 5 mujeres 

de modo quo no haya juntas dos personas de un 

mismo sexo? 


33. 
El mismo problema, pero se sientan no alrededor: 
do una mesa redonda, sino en una calesita, y las 
formas que se transforman una оп la otra al 
girar la calesita se consideran coincidentes. 
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М. 

Do una baraja que contiene 52 cartas so han 
extraído 10, ¿En cuántos casos entre ellas habrá 
por lo menos un as? ¿En cuántos habrá oxaota- 
mente un as? ¿En cuántos habrá no menos do dos 
asos? ¿Y exactamente dos ases? 


EN 

En una estación dol forrocarril hay т semáforos, 
¿Cuántas soñales diferontes se pueden da 
Sada uno de ollos tione tres estados: rojo, amarillo 
y vorde? 


5. 

En cierto Estado no había dos habitantes con 
igual cantidad de dientes. ¿Cuál puede ser la 
población máxima en este Estado (el mayor 
número de dientes es igual a 32)? 


37. 

En ol coupé de un vagón del ferrocarril hay dos 
divanes opuestos, de 5 lugares cada uno. De 10 
pasajoros, cuatro desean sentarse cara a la loco- 
motora, y tres, de espaldas a elle; a los tres 
restantes los es indiferonte cómo sentarse. ¿De 
cuántas maneras se puedon ubicar los pasajeros? 


38. 

En un Comité Sindical se han 
ellas hay que elegi 
nto, al secretario y al 
¿De cuántos modos se puede ofectuar 


que toman personas, hay que escoger 
uma delegación formada рот 5 personas. ¿De 
cuántas formas puede hacerse? 


в de automóvil están formados por 
una, dos о tres letras y cuatro cifras. Hallar | 
cantidad total de estos números, si so uti 

Таз 32 lotros del alfabeto ruso. 


4. 

La mamá tione 2 manzanas y 3 peras. Cada 
día, durante cinco días seguidos, da al hijo una 
fruta. ¿De cuántas maneras puede efectuarso esto? 


2. 


Resolvor un problema análogo, pero соп т man- 
zanas у п poras. 


э. 
Resolver un problema análogo, еп el caso on quo 
haya 2 шашпа, 3 peras y 4 naranjas. 


А 


44. 

El padro tiene 5 naranjos distintas dos a dos, las 
que entrega a sus ocho hijos de forma que cada 
uno obtieno о una naranja о nada, ¿De cuántos 
modos puedo hacerlo? 


45. 
Un problema análogo, pero si el número de 
naranjas que obtiene cada hijo ез ilimitado. 


%. 

¿Cuántas palabras diferentes se puedon obtener 
Mutando las lepras de la palabra ematemática»? 
¿Y de la palabra «parábola»? ¿Y de la palabra 
“ingrediente? 


41. 

En un club deportivo, con 30 miembros, hay 
jue formar un equipo de 4 personas, para partici- 
Tar en una canora de 1000 т. ¿Do cuántas 
maneras puede hacerso? ¿Y de cuántas so puede 
formar un equipo, de 4 Personas para, participar 
en la carrera de relevos 100 + 200 + 400 + 800? 


las figuras 
los, el ге 
tablero de ajedrez; 


Lo. 


Нау n abonados еп una red telefónica, ¿Do 
cuántos modos se pueden unir al mismo tiempo 


tres pares? 


50. 

Еп una oficina de corrcos se vonden estampillas 
de 10 tipos. ¿De cuántas formas so pueden comprar 
en ella 42 estampillas? ¿Y 8 ostampillas? ¿Y 8 
estampillas difocontes? 


* Se да 1а torma rusa de la palabra «ingredienten (М. 
„у palabra «ingrediente» ( 
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м“. 

Do un grupo formado por 7 hombres y 4 mujeres 

hay que sscogor б porsonas de forma quo entre 

ollas haya по menos de 2 mujeres, ¿Do cuántas 
Д 


manoras puede efectuarso Ја eloccii 


52, 
¿Cuántos múmeros distintos de cuatro cifras, que 
so dividan por 4, pueden formarso a partir de las 
cifras 1, 2, 3, 4, 5, зі cada cifra puodo emplearse 
en Ја escritura de ап número varias veces? 


EN 
Un tron, en el que so encuentran п pasajoros, 
debo efectuar m paradas. ¿De cuántos modos 
pueden distribuirso los pasajeros entre estas 
paradas? El mismo problema, si se tiene en cuenta 
sólo la cantidad de pasajeros que so bejaron 
en una parada prefijada. 


54. 
¿Cuántas permutaciones distintas pueden efec- 
fuarse соп n elementos, en las que dos de ellos, 
a y b, no ostén juntos? ¿Y en las que по lo estén 
tres, a, b, e (en cualquier orden)? ¿Y en las que 
ningún par de los elementos a, b, с esté junto? 


55. 
En un torneo do gimnasia participan 10 personas. 
Tres jueces doben numerarlos, independiontemento 
el uno de los otros, en un orden que rofloj 
éxitos en el torneo, según la opinión de cada 
чот. Se considera ganador el que haya sido 
nombrado primoro por lo menos por dos jueces. 
¿En qué porcentajo do los casos del torneo so 
арга determinado un ganador? 


ES 
Cuatro estudiantes rinden un oxamen. ¿De cuántas 
maneras so les pueden poner las calificaciones, 
ai se sbo quo ninguno de ellos obtuvo паші: 
cioni 


57. 


¿Cuántos collares diferéntes so pueden confoc- 
cionar do siete cuentas de distinto tamaño (hay 
gue utilizar las 7)? 


58. 
¿Cuántos collares diferentes se pueden confoc- 
cionar de cinco cuentas iguales y dos do mayor 
dimensión? 


59. 
En una aldea hay 2000 habitantes, Demostrar 


jue por lo menos dos de ellos tienen iguales 
Iniciales. j 


50, 


ул grupo de sisto muchachos y diez chicas ball. 
Si en algún bailo participan todos los muchachos, 
¿cuántas variantes existirán do la participación 
lo las muchachas en este baile? ¿Cuántas variantes 
habrá, si so tiene en cuenta sólo qué chicas 
quedaron sin ser invitadas? Resolver las mismas 
cuestiones si se puede decir con seguridad que 
dos chicas determinadas serán invitadas al baile? 


sí 
Una compañía está formada por З oficiales, б sar- 
gentos y 60 soldados rasos. ¿De cuántos modos se 
Puede elegir entre ellos un destacamento formado 
por un oficial, dos sargentos y 20 soldados rasos? 
El mismo problema, pero en ol destacamento 
debe figurar el jefe de la compañía y el mayor 
de los sargentos. 


°з. 
Enzuna fiesta escolar hay 12 niñas y 15 niños. 
¿DS cuántas maneras so pueden escogor do outro 
ellos 4 pares para un baile? 


93. 


¿Cuánte 
varias 


¿De cuántos modos se pueden dividir m + n -+ p 
objetos en tres grupos, de forma que өп uno 
baya m objetos, en otro п, y on el torcoro р? 


%. 
En un estante hay т -+ п libros diferentes, de los 
cuales m están oncuadernados оп negro, у n, 
en rojo. ¿Cuántas permutaciones existen de estos 


* En los exámenes de la URSS ha; 
moción: 3, 4 y 5 (véase también la 
(К. del ЫЧ 


(del nombre y del patros 
as 29 Telas Жа allabeto 
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libros, on las que los encuadernados еп nogro 
ocupen los primeros m lugares? ¿Cuántas poste 
ciones hay, en las que todos los libros encuader- 
nados en negro se hallon juntos? 


бб. 
¿Do cuántas formas se puede entre 45 
Personas un grupo para trabajar? En ol grupo 
puodo habor 1, 2, ‚ (5 personas. El mismo 
problema, pero para “el caso on que haya que 
clogir de entro n personas, 


67 
Sean pp...» Ра números primos diferentes. 
¿Cuántos divisores tiene el número 


q=" ee Pa 
siendo оу, . . ;, ap números naturalos (incluyendo 
Jos divisores Y уй}? ¿A qué es igual su suma? 


68. 

¿De cuántas maneras se pueden distribuir 12 monc- 
das de 50 kopeks en cinco paquetes diferentes, 
si ninguno de éstos debe ser vacio? 


69. 

¿Do cuántas formas so pueden distribuir 20 libros 
ën una biblioteca con 5 estantes, si cada estante 
puedo contener todos los 202 


70. 
{ре cuíntos modos зе pueden ponor 5 anillos 
diforentes en los dedos do una mano, omitiendo 
ol pulgar? 


т. 
30 porsonas votan por 5 mociones. ¿Do cuántas 
formas se pueden distribuir los votos, si cada 
uno vota por una moción y se tiene on cuenta 
solomonto el número de votos que obtuvo cada 
una? 


72. 
Un oncuadernador dobe encuadornar 12 libros 
diferentes еп rojo, verde y marrón. ¿De cuántos 
modos puede hacerlo, si por lo monos un 

debe cstar encuadornado en cada color? 


13. 

¿Do cuíutas maneras so pueden formar G palabras 
de 32 Jotras, si en el conjunto de estas 6 palabras 
cada letra Se utiliza una vez, y sólo una vez? 


las formas existen de эне 12 porsonas 
de entre 17, si dos personas dadas de estas 17 
по puedon sor elegidas juntas? 


15. 

¿Cuántos brazaletes distintos so pueden сопе. 
cionar de cinco osmoraldas iguales, seis rubios 
iguales y siete zafiros iguales (on еї beazaloto 
loben figurar todas las 18 piedras)? 


76. 


¿De cuántos modos se puedon esci 


г, do las: 
mismas piedras, tres para un anillo 


37. 

En una gee de la residencia estudiantil viven 
ires estudiantes. Estos tienen 4 tazas, 5 platillos 
y 6 cucharillas до té (todas las tazas, platillos 
y cucharillas se diferencian entre sí). ¿De cuántas 
Inaneras puoden servir una mesa para tomar el 
té (cada, шю oblione una taza, un platillo y una 
cucharilla)? 


75. 

El marido tiene 12 conocidos, 5 mujeres y 7 hom- 
bres, y la esposa, 7 mujeres y 5 hombres. ¿Do 
cuántas formas se puede formar un grupo de 
5 hombres y 6 mujeres, de modo, que 0 personas 
sean invitadas por el marido y 6 por la esposa? 


79. 

А cada costado dol bote hay sontadas 4 porsonas. 
¿Do cuántas maneras se puedo escoger un equipo. 
para esto bote, si hay 31 candidatos, y además 
O quieren sentarso en el costado izquiordo de 
éste, 12, on el derecho, y a 9 les оз igual dónde 
sentarse? 


80. 
En una uzna hay fichas con los múmeros 1, 2, 
3, .. ;, 10. Do ella se sacan 3 fichas. ¿En cuántos 
casos la suma de los números escritos on ellas. 
será igual а 9? ¿Y ло menor quo 9? 


зг. 
¿De cuántas formas so pueden escoger б cartas 
de una baraja de 52, de manera que entro ollas. 
haya de cada uno de los cuatro palos? 
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82. 


Un coro está formado por 10 participantes. ¿De 
«cuántos modos so pueden escoger 6 participantes 
durante tres días, de forma que cada día cl coro 
tonga distinta composición? 


эз. 

Una persona tiono 6 amigos y durante 20 días 
invita а su casa a 3 de ellos, de modo que el grupo 
по ве ropite пі una sola vez. ¿De cuántas manera 
puedo hacerlo? 


84. 

Tres muchachos y dos muchachas escogen lugar 
de trabajo. En 1а ciudad hay tres fábricas оп 
que son necesarios obreros en los talleres 
fundición (donde se admiten solamente hombres), 
dos fábricas de tejidos (оп las que se aceptan 
sólo mujeres) y dos fábricas en las que go necesitan 
hombres y mujeres. ¿De cuántas manoras se pue- 
den distribuir entre estas fábricas? 


85. 

¿Cuántas palabras que contengan cinco letras 
cada una se pueden formar con 33 letras, si se 
admiten repeticiones, pero no puede haber dos 
letras vecinas que coincidan, es decir, si palabras 
tales como «Пата» о eperro» no Se admiten? 


86, 


87. 

So toma un dominó desde ol (0, 0) hasta el (л, 
Mostrar quo él número de dominós con suma de 
tantos n— r os igual al número do Éstos con 
suma de puntos n +r, y que dicho número es 


iguala + (2n— 27 + 3). Hallar el número total 
do todos los dominós. 


$8. ¿De cuántas formas se pueden sentar alredodor 
de üna mesa redonda 7 hombres y 7 mujeres, 
de manera que no haya 2 mujeres juntas? 


39, 

¿De cuántos г de entre 
б caballos forma que 
figuron tres del soxteto ABCA'B'C”, рого 


que no haya ningún par AA’, BB”, СС? 


90. 


¿De cuántas maneras se pueden formar palubra: 
а partir de 9 consonantes y Т vocales, en las 
que figuren 4 consonantes distintas y 3 vocales 
liferentes? ¿En cuántas de estas palabras по 
habrá dos consonantes juntas? 


91. 


En una sección de un instituto de investigación 
científica trabajan varias personas, y cada una 
de ellas conoce por lo menos una lengua extranjera. 
Seis saben inglés; seis, alemán; siote, francés. 
Cuatro saben inglés y alemán; tres, alomán 

francés; dos, francés o inglés. Una persona sabe 
los tres idiomas. ¿Cuántas personas trabajan on la 
sección? ¿Cuántas de ellas saben solamente inglés? 
¿Y solamonte francés? 


92. 


А un paseo а lus afueras de la ciudad fueron 92 
jersonas. 47 de ellas llevaron sandwiches de 
fiambre; 38, de queso; 42, de jamón; 28, de 

y fiambre; 31, de fiambre y jamón; 26, 
le queso y jamón. 25 personas llevaron los tres 
tipos do sandwiches, y varias llevaron empanadas 
en lugar do sandwiches, ¿Cuántas personas leva- 
ron empanadas? 


93. 

Un grupo formado por 10 parejas de casados 

se alvido en 5 grupos de a Á personas para un 
seo en boto. ¿De cuántas formas se las puede 
ividir, de manera que са cada bote haya dos 

hombres y dos mujeres? 


э. 


¿En cuántos casos un hombre dado quedará еп el 
mismo boto que su esposa? 
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95. 


¿En cuántos casos dos hombres dados 
ón un solo bote junto con sus mujeres? 


darán 


%. 
¿Cuántos númoros distintos de cuatro cifras зе 
pueden formar a partir de Jas cifras 0, 4 я 

‚б, cada una de ellas puede repetirse varias 
veces! 


97. 

Hallar la cantidad de números de seis cifras, 
tales que la suma del número formado por las 
tres primeras cifras, de éstas seis, y del formado 
por las tres últimas, sea menor que 1000. 


98, 

¿Do cuántos modos se pueden disponer 42 fichas 
lancas y 42 negras on las cosillas negras do un 

tablero de ajedrez? 


99. 
¿De cuántas formas ве pueden permutar las 

+ letras de la palabra solivar», de manera que las 
vocales vayan en orden alfabético? 


100. 


¿Do cuántas formas se pueden permutar las 
otras do la palabra «Maracaná», de modo que 
las cuatro «a» no vayan juntas? 

101 

Do cuántas maneras se pueden permutar las 


otras de la palabra cengorro», de forma que la 
lotra eg» vaya inmediatamente después de una «o»? 


1027 
Do cuántas maneras se pueden permutar las 
lutras de la palabra «cloroformo», de modo quo 
по haya dos «o» juntas? 

з. 

¿Do cuántas formas so pueden permutar las 
[ега do la palabra «cerámica», de manera que 
no haya dos vocales juntas? 


10 
rmutar Jas letras 
de modo que no cambie el 


105, 

De cuántas formas se pueden permutar las 
letras de la palabra «parallelism»!, do modo que 
no cambio el orden de las vocales? 


106. 

Do cuántas maneras so pueden permutar las 
letras ba tor», de forma quo entro 
las dos vocal consonantes? 


107. 

¿Do cuantas maneras so puedon permutar lag 
[otras de la palabra «logaritm»*, de modo quo ol 
segundo, cuarto y sexto lugares estén ocupados 
por consonantes? 


108. 

¿Do cuántas maneras se puedon escoger de la 
palabra elogarifmo dos consonantes y una vocal? 
El mismo problema, pero si entre las letras esco- 
gidas debe hallarse la «fo. 


109. 


De cuántos modos se pueden permutar las letras 
de la palabra. «coloso», de forma que las tres 
os no estén juntas? j 


110. 
El mismo problema, pero se prohibe que haya 
dos +0» juntas. 


no 
¿De cuántos modos diferentes so pueden escoger 
fotras de la frase «Oko za oko, zub za zub»3? 
El orden de las letras no se tiene en cuenta. 


T2. 


¿De cuántas maneras se pueden escoger tres 
letras de esta frase? 


113. 

¿De cuántas formas se pueden escoger tros letras 
de esta fraso, si so tiene en cuenta el ordon de las 
letras escogidas? 


* Se da la forma rusa de la palabra «paralelismos (N. 
е mismo con іа palabra чорына“ 
5 Gjo por ojo, diente por diente пон. 
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144, 

¡Do cuántas maneras se pueden permutarlas 
otras de la palabra «lectura», do modo que tanto 
las vocales como las consonantes estén өп orden 
alfabótico? 


її. 
¿De cuántas formas so puedon permutar las Jotras 

le la palabra sespirales», do modo que se alternen 
las vocales y Јаз consonantes? Lo mismo, pero 
para la palabra «samovar». 


“в. 
¿Do cuántas maneras so pueden pormutar las 
leiras de la palabra «Abacán», si las consonantes 
dobon estar en orden alfabético? Lo mismo, pero 
соп la condición complementaria do que no haya 
dos «a» juntas 


17. 
40% cuántos modos so pueden permutar las letras 
lo la palabra «tic-tac», зі dos letras iguales no 
pueden ir una a continuación de la otra? Lo 
mismo, pero para la palabra «tam-tam». 


18. 
¿Do cuántes formas se pueden escoger 4 letras 
le la palabra «tam-tam», si ло se considera el 
orden de las letras olegidas? ¿Cuántos números 
de cuatro cifras se pueden escribir a partir de 
cifras del número 132 132? 


119. 

¿Cuántos números enteros no negativos, menores 

gue un millón, contionen a todas las círas 1, 2, 
, 4? ¿Cuántos están formados Solamente por 

ostas cifras? 


120, 


Hallar la suma do los números do cuatro cifras 
que зе obtienon al permutar de todas las formas 
posibles las cifras 4, 2, 3, 4. 

121. 

Lo mismo рага las cifras 1, 2, 2, 5. 


122. 
Lo mismo para las cifras 1, 3, 3, 3. 


123. 
Lo mismo para las cifras 1, 1, 4, 4. 


124. 

Lo mismo para todos los números de cinco cifras 
guo so pueden obtenor permutando las cifras 0, 1, 
E. 3, 4. La cifra 0 по debe hallurse en ol primor 
logar. 


125, 


¿Cuántos números menores que un millón so 
pueden escribir mediante las cifras 8 y 9. 


126. 


Lo mismo, pero modianto las cifras 9, 8,7. 


127. 


Lo mismo, pero mediante las cifras 9, 8, 0 (uo se 
admiten escrituras que comiencen con сего). 


128, 
Hallar la suma de todos los números de tres 


cifras que pueden escribirse medianto las cifras 
1,2,3, 4. 


129. 

Hallar la suma de todos los números posibles de 
cinco cifras quo se pueden escribir mediante las + 
cifras 1, 2, 3, 4, 5, y en los cuales cada cift 
se repite una vez, y una sola? El mismo problema, 
pero pura los números de cinco cifras que pueden 
ser escritos con lascifras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 


1 


¿Cuántos números impares pueden formarso a par- 
dir do las cifras del número 3694 (cada ОМ 
puede ser utilizada no más de una voz)? ¿Y 


números pares? 
131. 


¿Cuántos números de sois cifras existen, para los 
cuales tres cifras son pares y tres, impares? 


132. 

El mismo problema, si se admiten tambión 
números ade seis еса» que comiencen а partir 
lo cero. 


133. 
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134. 

¿Cuántos números de diez cifras е 
Cuales la suma deéstas es igual a tres 
que la primera es diferente do cero)? 
problema, pero se toman todos los números del 
4 al 0 900 999 999. 


135. 

¡Cuántos números de mueve cifras existen, рага 
los cuales todas las cifras son diferentes? 
130. 

{Саймов números enteros oxisten dol 0 al 999, 
que no se dividan ni por 5 ni por 72 


137. 

¿Cuántos números enteros existen del_0 al 999, 
¿que nose dividan por 2, ni por 3, ni por 5, ni por 72 
1 


¿En cuántos números del © al 999 figura la cifra 9? 
¿En cuántos ésta figura dos veces? ¿En cuántos 


139. 
Cuántos números de cuatro cifras se pueden 


formar а partir de 1 


10. 


¡Cuántos números de cinco cifras so pueden 
formar a partir de las cifras del número 12335 233? 


sifras del número 123 1532 


ШЕ 


ma, 


¿Cuántos números de cinco cifras se pueden 
ormar a partir de las cifras del número 12312343, 
de manera que las tres cifras 3 no vayan juntas? 


143, 

¿De cuántos modos so ermutar las 
cifras del número 12.341 234, de forma que по 
haya dos cifras iguales juntas? 


eden 


їй. 
El mismo problema pas 


ol número 12 345 254. 


145. 


¿De cuántas maneras co, pueden permutar las 
Cifras del número 1 234 114 546, de forma que 
по haya tres cifras iguales juntas? 


146, 


¿De cuántos modos se puedo hacer esto, de manera 
que no haya dos cifras iguales juntas? 


447. 


¿Do cuántas formas se pueden escoger de los 
números naturales del 4 al 20 dos, de modo que 
su suma sea impar? 


148, 
¿De cuántas maneras se puedon escoger de los 


números naturales del 4 al 30 tres, do forma que 
su suma sea par? 


149. 


Desde Londres hasta Brighton conducen dos 
carreteras, unidas por 10 caminos vecinales 


Fig. 34. 


(fig, 39. ¿De cuántos modos se puede viajar 
desde Londres hasta Brighton, do forma que ol 
camino no so соге а sí mismo? 


150, 


Supongamos que, en las mismas condiciones, dos 
viajeros parten desde Londres por carreteras 
diferentes. ¿De cuántas maneras puede tener 
lugar el recorrido de forma que éstos no pason 


por ningún segmento de carretera en un mismo 
sentido? 
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1м. 
De Londres a Cambridge conducen 3 carreteras, 
que son cruzadas por 4 caminos vecinales (fig. 35). 
¿De cuántas formas se puede efectuar el viaje, 


segmento de carretera, y ningún segmento cs 
recorrido dos veces? 


152, 
Hay una cantidad ilimitada de monedas por 
valor de 10, 15 y 20 корек. ¿De cuántas maneras 
so pueden escoger 20 monedas? 


453. 

Hay que adivinar qué cinco monedas tiene en sus 
manos el contrincante. Las monedas pueden ser 
por valor de 4, 2, 3, 5, 10, 15, 20, 50 kopeks 
y 1 rablo. гбабмаз respuestas incorrectas se 
pueden dar? 


154. 

Cuántos números de cinco cifras hay? 
lo ollos todas las cifras son pares? 
son todas impares¿En cuántos no figuran cifras 
menores que 6? ¿En cuántos no hay cifras mayores 
que 3? ¿Cuántos de ellos contienen а todas las 
cifras 4, 2, 3, 4, 5? ¿Cuántos contionen а todas 

las cifras б, 2, 4, 6, 82 


155. 

Los lados де cada uno de dos dados están marca- 
dos con los números 0, 1, 3, 7, 15, 31. ¿Cuántas 
sumas diferentes pueden 'ser obtenidas al echar 
estos dados? 


Еп cuántos 
п cuántos 


156. 

Los lados йо cada uno de tres dados están mar- 
cados con los números 1, 4, 13, 40, 121, 364, 
¿Cuántas sumas distintas se puoden obtener al 
dirarlos? 


457. 

Se tiran seis dados, marcados con los números 
1,2,3, . ¿En cuántos casos éstos darán 
un solo de" puntos? ¿Y dos tipos? ¿Y 
tres? ¿Y cuatro? ¿Y cinco? ¿Y sois? (Todos 
los dados se consideran diferentes entro sí.) 


Se echan n dados, ¿Cuántos resultados di 
pueden obtenerse (los que se diforoncia 
en ol orden de los puntos so consideran iguales; 
en cada dado están marcados los números 1, 2, 9, 


159. 
¿Do cuántas maneras diferentes se puede repre- 
отаг el número 1 000 000, en forma de producto 
de tros factores? Las representaciones que so 
diferoncien en el orden de los factores se consi- 
derarán distintas. 


160. 
El mismo problema, pero con la condición de quo 
el orden de los factores no se tiene en cuenta 
461. 


¿De cuántas formas se pueden distribuir nueve 
monedas de distinto valor en dos bolsillos? 


162, 

De cuántos modos se pueden distribuir 3л objetos 
Siferentes entre tres personas, de forma que cada 
uno obtenga п objetos? 


2а elementos. Se consideran todas las 
iones posibles en pares; y ls que se diferen- 
entre sí sólo en el orden do los olomontos 
dentro del par y en el orden de ubicación do los 
paros, se consideran colucidentos. ¿Cuántas par- 
ticiones distintas de oste tipo existon? 


164. 
El mismo problema, poro'se dividen nk olemontos 
л grapos:de k elomentos cada uno. 


165. 
¿De cuántas maneras se pueden dividir 30 obreros 
en 3 brigadas do 10 personas cada una? ¿Y en 
10 grupos de 3 personas cada uno? 
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100, 

Do cuántas formas so puede dividir una Baraja 
фо 36 cartas on dos mitades, de modo que baya 
dos nses еп cada uno de los montones resultantes. 


107, 

¿De cuántos modos во pueden distribuir 10 libros 
én 5 encomiendas de 2 libros cada una (el ordon 
de éstas no so tiene en cuenta)? 


168. 


¿De cuüntas maneras se pueden distribuir 9 libros 
on 4 encomiendas de 2 libros y en una do 1 Libro? 


169. 


El mismo problema, si hay que hacer 3 enco- 
miendas con 3 libros cada una. 


170. 

¿De cuántas formas 3 personas pueden repartir 
entre sí 6 manzanas iguales, { naranja, { ciruela, 
1 limón, 1 pera, 1 membrillo y 1 dátil? 


їп. 
¿De cuántos modos se puedo efectuar este reparto, 
de forma que cada uno vbtenga 4 frutos? 


172. 
Las personas A, B y C tienen 3 manzanas cad: 
una y, además, A tiene 1 pera, 1 ciruela y 1 me 

Шо, B {іепо 1 naranja, limón у 4 dátil, 
y С tieno 1 mandarina, Í damasco y 1 durazno, 
¿De cuántas maneras ' pueden distribuir. entro 
МЇ estas frutas, do modo que cada uno Obtenga 


173. 
¿De cuántas formas se puedo repartir una baraja 
le 52 cartas ontre 13 jugadores, dando 4 а cada 
uno? El mismo problema, pero con la condición 
de que cada uno obtenga una carta de cada palo. 
El mismo problema, pero con la condición de 
que uno tiene cartas de los cuatro palos, y todos 
los restantes, cartas de un mismo palo. 


174. 

¿Do cuántas maneras so pueden oxtraer 4 cartas 
de una baraja completa, de forma que haya 
3 palos? ¿Y do modo que haya 2 palos? 


175. 
¿De cuántas maneras se pueden repartir 52 cartas 
éntre cuatro jugadores, de forma que cada uno 
obtenga tres cartas de tres palos y cuatro del 
cuarto palo? 


176. 
{ре cuántas formas so puedon ropartit 18 objetos 
iferentes entro 5 participantes, de modo quo 
cuatro de ellos obtongan 4 objetos cada uno, 
y el quinto, 22. El mismo probloma, pero ahora 
tres obtionen 4 objetos cada uno, y dos, 3. 


177. 
Se tionen 14 pares do objotos distintos. Hallar 
el número total de elecciones que so pueden 
efectuar a partir de éstos (dos olecciones so dife- 
xencian entre sí por la composición, pero no por 
el ordon de los objetos). 


178. 
¿De cuántas maneras'se pueden distribuir 4 esferas 
negras, 4 blancas y 4 azules on 6 paquetes dife- 
rentes (algunos de ellos pueden estar vacios)? 


179. ¿De cuántos modos se pueden distribuir 3 
rublos y 40 monedas de 50 kopeks en 4 paquetes 
distintos? 


180. 

Demostrar que la cantidad do particiones del 
número п en varios sumandos es igual a la do 
particiones del número 2n en п sumandos (el 
orden de éstos no se tione en cuenta). 


181, 
So han dispuesto п objetos en fila, ¿Do cuántos 
modos se pueden escoger tres do ellos, si по so 
toman dos elementos vocinos? 


182. 
Un niño coloca en las dos primere 
tablero do ajedrez figuras blancas 
а dos caballos, dos torres, dos altiles, la roina 
y el roy de cada color). ¿Do cuántas maneras lo 
puede efectuar? 


183. 


De cuántas formas so pueden distribuir estas 
figuras en lodo el tablero? 
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184, 
Rosuólvase el mismo problema si so colocan ade- 
más todos los peones (8 de cada color). 


185. 

¿Ds cuántas formas so puedon colocar 15 fichas 
lancas y 15 negras on 24 casillas, de manera que 

en cada una haya sólo fichas blancas о sólo 

nogras? (Así se distribuyen las fichas on el juego 

oriental lamado «nardy»). 


186. 

[ре сиёмов modos so pueden distribuir 20 fichas 
lancas en ol tablero de ajedroz, de forma que 

cada disposición se transforme en sí misma al 
girar el tablero 90% 


187. 

¿Do cuántas maneras se pueden disponer 20 fichas 
blancas en el tablero de ajedrez, de forma que 
cada disposición sea simétrica con respecto a la 
línea que divide el tablero a la mitad? 


188. 
Lo mismo, pero con la condición de que las 
fichas so coloquen en las casillas negras. 


189. 
¿Do cuántas maneras se puedon distribuir 12 
ichas blancas у 12 negras en las casillas negras 
de un tablero de ajedrez, de forma que сай 
posición sea simótrica con respecto al centro 
del tablero? 


190, 

Lo mismo, pero en la simetría deben cambiar 
los colores de las fichas. 

тэт, 

(De cuántos modos se pueden colocar 20 fichas 
lancas en las casillas del bordo de un tablero 
de ajedrez, de forma que cada distribución no 


vario al girar el tablero 90°? 


192. 

{ро cuántos maneras se pueden colocar 20 fichas 
blancas en las casillas de los bordes de un tablero 
de ajedrez, de forma que en los lados opuestos 
del tablero las fichas se dispongan simétricamente 
соп respecto а la línea quo divide el tablero por 
la mitad? 


193. 
¿Po uántos modos se pueden distribuir on 9 hoyos 

esferas blancas у 2 negras? Una parte de los 
hoyos puede estar vacía, y éstos se consideran 
diferentes. 


197. 
¿Do uántas formas so pueden distribujr ол 9 hoyos 
esferas blancas, 1 negra y 1 roja? 


19 
¿De cuántas formas so puedon repartir 27 libros 
entro Jas personas А, By C, de modo que A y B 
juntas obtengan el doble de libros que 


196 
A un ascensor subioron 8 personas. ¿De cuántas 
maneras pueden bajarse en cuatro pisos, do modo 
que en cada piso salga por lo menos una persona? 


197. 
¿De cuántas formas se puedon escoger de los 
números del 1 al 100 tres, de modo que su suma 
se divida por 32 


195. 
¿De cuántas maneras se pueden escoger de Зп 
Túmeros enteros sucesivos tres, tales que su 
suma se divida por 3? 


199. 

Se tienen n esferas blancas y uni 
cuántas formas su pueden colvcar 
estas esferas en n + 1 hoyos, si en cada uno cabo 
no más de una esfera? 


200. 

¿De cuántas maneras se pueden distribuir m 
fsfcras blancas y л nogras, de modo quo entro 
las esferas blancas y las 'nogras haya 2—1 
contactos? ¿Y 2r contactos? 


201. 

¿De cuántas formas so pueden obtoner 8 сан 
caciones no menores que 3 en distintos disciplinas, 
de modo que su suma sen igual a 30? 


202, 
Demostrar que m + п abjetos se pueden pormi 
tar, de modo que exactamente n queden en su 


lugar, de MER Ph maneras (véase la pág. 47). 
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203. 

Domostrar quo r cosas diferentes зо pueden ізі 
Эйт ontro п + р personas, de modo que л dadas 
obtengan por lo топоз un objoto, de 


Demostrar que la cantidad de particiones del 
número 2r + en r + z sumandos diferentes de 
cero os la misma que la do descomposiciones do r 
еп sumandos no negativos. + 


205, 
Una sociedad соп n miembros escogo ontro ellos 
un representante. ¿De cuántas maneras puedo 
tener lugar la votación, si cada uno vota por una 
persona (puede ser que por sí mismo)? El mismo 
problema, pero se tiene en cuenta sólo el número 
de yotos que obtuvo cada candidato, y no quién 
votó por él. 


206, 

Demostrar que el número de formas de dividir 
dn objetos indistinguibles өп tres partes indife- 
renciables, de modo que la suma do dos cuales- 
ега sea mayor que la tercera, esigual al número 

de maneras de dividir de la misma forma 2n—3 

objetos. 


207. 
Demostrar que un número impar de objetos puede 
sor escogido de n objetos йе 2n=" maneras, 


208. 
Demostrar que ol númoro de formas con que дов 
personas pueden repartir entro sí 2n objetos 
do un tipo, 2n do otro y 2n de un tercero, de 
modo que cada uno obtenga 3n objetos, es igual 
а Зн -+ Зп + 1. 


Si so agregan 2n objetos de un cuarto tipo, ol 
húmero de formas de reparto, en las que cada 
persona obtiene 4n objetos, es igual а 

$ (n41) (8024-80-43), 


101104 


210. 

Şi los objeto se dividon en partes indiferencia» 
› las respuestas Serán 

$ (0043042) y f (at) (8004-40-49). 


20. 
Demostrar que si во tienen m tipos do objetos, 
con 2n objetos cada tipo, el número de maneras 
де dividirlos оп dos partes iguales so oxpresa 
medianto la fórmula 
coin 
+оо" ө"... 
а стоттүз-1-аемз q 


212, 

¿De cuántas formas se pueden colocar cinco 
бегаз blancas, cinco negras y cinco rojas en 
tres cajones ашы poniendo cinco esferas 


en cada caj 


213. 
Si hay tres ti 
tipo, se pueden distribuir entro tres personas 
4 B, C, de modo que cada una obtenga п objetos, 
le 


з de objetos, habiendo п de cada 


E) 
maneras. 


214. 
¿De cuántas formas so pueden sentar juntos 3 
inglesos, 3 franceses y 3 turcos, de modo quo 
no haya tres compatriotas juntos? 

215. 


El mismo problema, pero con la condición de que 
по haya dos compatriotas juntos. 


2 


¿Do cuántas maneras se pueden sentar a una mesa 
redonda 3 ingleses, 3 franceses y 3 turcos, de modo 
que по haya dos compatriotas juntos? 


2 


¿Do cuántas formas se pueden pogar estampillas 
а suma de 40 kopeks, utilizando estampillas 
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orden де las estampillas so consideran distintas; 
el número do estampillas es ilimitado.) 


218. 
¿Do cuántas maneras se 
ба monedas por valor de 1 


219, 

¿De cuántos modos so pueden obtener 78 р. 
utilizando 8 dot, t, 2, 5, 10, 10, 20 y 50 g? 
Aquí se considera que la utilización de dos pesas 
distintas, aun п de un mismo peso, conduce 
a combinaciones diferentes. 


220. 
Hay sois esferas: 3 negras, £ roja, 1 blanca y 1 
azul. ¿De cuántas formas se puedo formar con 
ellas una fila que contenga 4 esferas? 


lo cambiar un rublo 
0, 15, 20 y 50 k.? 


22. 
¿De cuántas maneras so puede ropresentar el 
húmero natural т en forma de suma do tres tér- 
minos, cada uno de los cuales sea también un 
número natural (las representaciones que ге difo- 
rencien en el orden de los sumandos se conside- 
rarán distintas)? 


222, 

¿Cuántas y qué cifras serán necesarias, 
todos los números del 1 al 999 9 
¿Y del 1 al 10" — 1 inclusive? 


223. 

¿Cuántos números diferentes de diez cifras se 
pueden escribir utilizando las tres cifras 1, 2, 3, 
con la condición complementaria de que la cifra 
3 se utilice еп cada número exactamente dos 
veces? ¿Cuántos de los números escritos se dividen 
por 


224. 

Diremos quo dos números, quo figuran en un 
arreglo, forman una inversión, si ol mayor de 
ellos está escrito antes que el menor. ¿Cuántas 
inversiones hay en todas las permutaciones de 
los números 4, 2 


ra escribir 
inclusivo? 


Demostrar que el número do particiones do n en 
partes tales quo no haya dos iguales, es igual 


ДЕЗ (e—en+19)]. 


226, 

Demostrar que ol múmero de particiones do 
12л--5 en 4 partes, tales que ninguna de ellas 
supero a бл--2, es igual a 


FHN (204042). 


227. 

Demostrar quo el númoro do particiones do 
42л--5 еп 4 partes, en las que ninguna supor» 
а 6n+2 y по hay dos Iguales, оз 


+A). 


228. 

Hallar la cantidad de ternas de ¡eros naturales 
que formen progresión geométrica y no superen 
а 100. 


эю. 
¿De cuántas maneras se pueden disponer en fila 
É ingleses, 7 franceses y 10 turcos, de modo que 
cada Inglés esté ontre un francés y un turco y que 
no haya ningún francés junto а un turco? 


230. 
Lo mismo, pero para 5 ingleses, 7 franceses у 10 
turcos. 


ЕЛ 
¿Cuántas soluciones tione el problema siguio 
hallar dos números tales que su máximo со 
divisor sea igual a б, y su minimo común múl- 
tiplo, а A7 = Gabea (a, b, e y d son números 
primos)? 


232. 

Resolver el mismo probloma, poro sin las palabras 
«mínimo» y «máximo». 

233. 


¿Cuéntas combinaciones so pueden formar do 20 
otras. tomadas de'a 6, do modo que en cada una 
по e ninguna letra que figure más de dos 
veces; 


234. 


Нау p + g - r letras: р letras æ, q letras f 
lotras y. Estas so permutan de todas las maneras 
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posibles, de forma que las а comiencen antes 
que las В, y las В, antes que las y. ¿Do cuántos 
modos es posible esta permutación? 


2357 
Una linca de 30 cm se pinta on el ordon siguiente: 
rojo, blanco, azul, rojo, blanco, azul, etc. Se 
comienza por el color rojo, y se termina on el 
azul, Cada color ocupa cn total 10 cm, las 
franjas no son menores que 2 ст, siendo las 
Jongitudos de éstas números enteros. ¿Cuántas 
panerus posibles hay de pintarla? ¿Y si зе quita 
la condición de que todo culmina on el azul? 
Demostrar que si ninguna franja es menor de 
З cm, еп 153 casos ol último será el color azul, 
en 7i, el blanco, y en 81, el rojo. 


236. 

Tongo 6 amigos, con cada uno de los cuales ho 
almorzado 8 veces; con cada dos, 5 veces; con 
cada tres, 4 veces; con cada cuatro, 3 veces; 
соп cada cinco, 2 vecos; con todos los seis, £ vez, 
y sin cada mno de ellos, 8 veces ¿Cuántas voces 
No almorzado. solo? 


237. 

Dos oxaminadores, trabajando a un tiempo, 
examinan un grupo de {2 personas en dos discipli- 
nas. Cada examinado responde durante 5 minutos 
а cada disciplina. ¿Do cuántas formas pueden 
distribuir los examinadores entro sí el trabajo, 
de modo que a ningún escolar lo toque responder 
las dos disciplinas a la vez? 


238. 
Ре cuántas maneras 6 personas pueden escoger 
о 6 pares de guantes uno derecho у uno izquierdo, 

de modo que ninguno obtonga un par? Lo mismo 

para 9 pares y б porsonas. 


z 
Las letras que figuran on la expresión атру 
se permutan de todas las maneras posibles, en ла 
ue junto a cada letra (a su izqui 
derecha) ве halle Ja misma. letra. De 
«quo ol número de estas permutaciones 
а б. Para и?8?уз es también б. Para af 
90, y para apy’, 426, 


20. 
En una olimpíada de ajedrez participan represen- 
lantes de п países, de a 4 represontantos de cada 


йв. ¿Docuántas formas se pueden colocar en fila, 
lo modo que al lado de cado uno so halle un repro" 
sentante del mismo país? 


зи. 
Las casillas йе un tablero de ајейгог зе pintan 
de 8 colores, de modo que en cada fila ћогіго 
зо encuentren los 8 colores, y en cada 

no se encuentren dos casillas juntas pintadas del 
mismo color, ¿De cuántas maneras es posiblo 
esto pintado? 


242. 
Нау n cosas iguales, y otras п diferentes. ¿Do 
лаз formas so pudon escogor л cosas do 


о 
entre ellas? ¿Do cuántas so pueden ordenar todas 
las 2n cosas? 


243. 


эя franceses y п ingleses están parados en fila, 
de modo que al lado de cada wno se halla por 
lo menos nno de sus compatriotas, Mostrar que 
el número de disposiciones posibles de este tipo 
es igual a 


mint (op 407 ege 
HO OR +e + 
A IE 


244. 


¿Cuántos números de seis cifras contienen exacta- 
mente tres cifras diferentes? 


2а. 


¿Cuántos números de m cifras contienen oxacta- 
monte k cifras distintas? 


248. 


So analizan todos los %-arreglos de los números 
4. 2, ..., л, en los cuales los números paros 
жо айап en los lugares con números paros, 
y los impares, en los quo tienen números impares. 
¿Cuántos de estos arreglos están dispuestos on 
orden creciente do los números (por ejemplo, 
tienen la forma 3678)? 


247. 


Se dan 2n clomentos a, aj, ама... ap, ap, 
siendo ay sá ау, si £ чё]. ¿En cuántas permuta: 
ciones de estos 2n elementos ningún par de olemon: 
tos iguales estará junto? 


10+ 
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249. 
Resolver el mismo problema, con la condición 


ponon еп círculo. 


de que los elementos se di 


250. 
En un estante de biblioteca hay п libros, ¿De 
cuántas formas se pueden escoger р de Éstos, 
de modo que entre dos cualesquiera de los esco- 
idos, al igual que después del p-ésimo tomado, 
aya по menos de s li 


251. 
Los números que expresan la cantidad de part 
cipantes de una olimpíada matemática de |, 
clases 5, 6, 7, В, 9 y 10, forman una progresión 
aritmético. El número do premios para cada 
clase es igual а la razón de est ión. 
Demostrar que el número de maneras de entregar 
los promios no varía зі se entregan todos а 
alumnos de la 10-ma clase (se supone que todos 
los premios son distintos). 


252. 

En un papol cuadriculado se ha dibujado un 
cuadrado ABCD de lado і 4 casillas, 
después de lo cual se han trazado todos los caminos 
más cortos desde el vértico А al С, que pasan 
por los lados de las casillas. Demostrar que 
01 número de caminos es igual а 70, pasando 
35 caminos por 4 segmentos; 20 caminos por 8; 
18 por 4; 15 por 4; 12 por 4; 10 por 4; 5 por 4; 
4 por 4; 1 por 4. 

Estudiar ароба тепе los cruces: £ es pasado 
36 veces; 4, 35 veces; á, 30 veces; 4, 15 veces; 
4, 5 voces; 4, 40 veces; 2, 1 vez (los puntos extre- 
mos ве excluyen). 


253. 


¿Cuántos triángulos existen, cuyos vértices sean 
vértices йо un hexágono convexo dado? 


¿Cuántos triángulos existen, cuyas longitudes de 
dos lados adquieran uno de los valores й, 5, 6, 7? 


255.. 
¿Cuántos paralelepípedos rectángulos distintos se 

den construir, para los cuales la longutud 
de cada arista sea un entero del 4 al 40? 


250. 
En el plano se han trazado 4 rectas, ntre 
cuales no hay dos paralelas y no hay 3 que pasen 
por un mismo punto. ¿Cuántos triángulos зе 
obtuvieron? 


257. 
En el plano se han fijado n puntos, de los cuales 
р se hallan en una misma recta у, а excepción 


до éstos, no hay 3 puntos sobre una misma recta. 
¿Cuántos triángulos existen, cuyos vértices sean 
éstos puntos? 


258. 
En una recta зе han tomado p =з у еп ила 
paralela a ella, otros g puntos. ¿Cuántos triángulos 
existen, cuyos vértices scan estos puntos? 


259. 

Supongamos que, en las mismas condiciones, 
еп una paralela más se han tomado ғ puntos, 
y no hay tres que se hallen sobre una misma recta 
que corte las tres paralelas. ¿Cuántos triángulos 
complementarios se obtendrán? 


260. 

Cada la да un ad ве адидас з 
ез. ¿Cuántos trián; во pueden construir, 

Кук н quan Lo) puntos do división” 


trazado л líneas rectas, entro 
dos paralelas ni tres que so 
corten en un mismo punto, ¿Cuántos puntos do 
intersocción tionon estas roctas? 


262. 
En е! plano se han trazado n rectas, de las cuales 
р pasan por ol punto А y g por el В y, además, 
ho hay tres que pasen por un mismo punto, 


ninguna que т ambos puntos A y-B; 
илл par de paralelas, ¿Cuántos puntos de 
intersección tienen estas rectas? 
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253. 

¿En cuántas partes dividen al plano n rectos, 
čntre las cuales no hay dos paralelos ni tres quo 
pasen por un mismo punto? 


204. 

¿En cuántas partes dividen al espacio » planos, 
entro los cuales no hay 4 que pasen рог un mismo 
punto, пі З que pasen por una misma recta, nj 2 
paralolos? 


205. 


En el plano so han tomado cinco puntos. Entro 
las rectas que los unen no hay paralelas, perpen- 
diculares ni coincidentes. Tracemos por cad: 
punto las perpendiculares a todas las rectas que 
se pueden formas uniendo de a pares los cuatro 
puntos restantes. ¿Cuál es cl número máximo 
de puntos йо intersección de estas perpondiculares 
entro ЕД si ло se consideran los cinco puntos 
lados 


266. 

¿De cuántas maneras se pueden formor triángulos, 
cuyos lados sean enteros mayores que п y qué 
по superen 2n? ¿Cuántos de ellos son isósceles, 
y cuántos oquiláteros? 


267. 


Demostrar que el número de triángulos de lados 
enteros, спуа longitud no supere 2л, es igual 


a E nin 1)(4n+5). Si se excluyen los isósce- 


los, esto número será igual a $n (n— Оба — 5). 


208, 
Demostrar, que ol número de triángulos cuya 
longitud de los lados! no supere а 2n — 1, es 


Igual а An (н + 1)(4л— 1), y después de excluir 


ж Пов isóscolos quedan £- (т — 1)(n — 2)(án — 3) 
triángulos 

269. 

En ol plano so han trazado n rectas, entre las 


cuales no hay tres que pasen por un mismo punto. 
Domostrar quo ol número de grupos no ordenados 


* Aquí también se considera que Tos Jados son enteros 
(N. Че т). 


de n puntos de intersección cada uno, de los 
cuales no haya tres sobre una misma recta, ез 


igual а $ (n= 1) 


210, 


Hay л puntos en el plano, entra los cuales no hay 
très sobre una misma recta. ¿Cuántas quebrados 
corradas de ғ, segmentos existen, con vérticos 
en estos puntos? 


2и. 

Sobre una recta зе ап tomado п puntos, y sobro 
una paralola a ella, т. Estos puntos во unen 
mediante rectas. Demostrar quo el número do 
puntos de intorsección de las rectas trazadas оз 


igual a COD. (Consideramos quo entro 


las rectas trazadas по hay tres que во corten en 
un mismo punto, y los m+n puntos dados по 
se tienen en cuenta.) 


Hay n puntos en el plano, омхо los cuales no bay 

tres sobre una misma recta пі 4 sobre una misma 

circunferencia. Por cada dos de estos puntos 

y рог cada tres, una circunfe- 

вуог cantidad posible de 

puntos de intersección do todas estos rectas tra- 
zadas con todas lus circunferencias. 


213. 

En el espacio se han dado n puntos, entro tos 
cuales no hay cuatro sobre un mismo plano. Por 
cada tres puntos зе traza un plano, у entre éstos 
no hay dos paralelos. Hallar el número de rectas 
que зе obtionen en la intersección de estos planos, 
así como también el do rectas que no pasen por 
ninguno de los puntos dados. 


274. 
Entre n segmentos de longitud 1, 2. 
зо escogen 4, do modo quo se obtonga un 


látero circunscrito. Demostrar que esto se puedo 


efectuar de ZZD AIEI mano 


ras. ¿Cuántos cuadriláteros so obtionen si se pue- 


tomar lados de igual longitud? 


275 


Se dan n puntos, entre los cuales no hay cuatro 
sobre una misma circunferencia. Se traza una 
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circunferoncia por cada tres do ellos. ¿Cuál es 
el máximo número de puntos de intersección 
do estas circunforencias? 


276. 


Demostrar que si п planos pasan por cl contro de. 
una esfera, on el caso general la dividen en по 
más de ni — n + 2 partes. 


271. 

¿Do cuántas formas goométricamente distintas 

so puedon pintar las cacas de un cubo con seis 

pinturas diforentes? Dos métodos so consi- 

doran geomótricamento coincidentos, si se puede 

transformar unó en о] otro moviendo el cubo 
cuerpo rígido. 


сото si fuese 


278. 

¿De cuántas maneras geométricamente diferentes 
šo pueden pintar las caras do un tetraedro соп 
cuatro pinturas distintas? 


этэ. 
¿De cuántos modos geomótricamente diferentes 
se puedon pintar las caras de un octaedro con 
ocho pinturas distintas? 


280. 
Resolvor un problema análogo para el dodecaedro 
e icosaedro regulares. 


281 

En los problemas anteriores considerar los casos 
n quo ol número de pinturas sea menor que el 
de caras (por ejemplo, el cubo se pinta con dos 
colores, соп ires, cuatro, cinco). 


282, 


¿Cuántos triángulos oxiston соп lados enteros 
Y perímetro 402 ¿Y con perímotro 43? 


283. 

Domostrar que el número de triángulos de lados 

entoros y perímetro 4а + 3 es mayor en n +1 
ue cl de triángulos de lados enteros y perímetro 
л. 


284. 
Demostrar que el número de triángulos de lados 
onteros у perímetro № se expresa por la tabla 


Número de 

triángulos 
12n зиз (2946 | 324-31-41 
128441] n(3n+2) [12047 | (04-1) (80-2) 
121-2] n(3n+1) [12048 |(n+-1) (8n+1) 
12л4-3| 32-31-54 [12049 | 3n246n-+3 
1214-4] n(8n+2) [12n-+40|(1+1)(8n+2) 
120+5/[(044) (824-10) 120444 | Златара 


285. 
La гей de autobuses de una ciudad está formada 
de la siguiente manera: 

1. De cualquier parada se puedo llegar, віп 
hacer transbordo, а cualquier otra. 

Э. Para cualquier par do recorridos existe una 
parada, y sólo una: en la cual se puede posar 
le uno de estos recorridos a otro. 

3. Cada recorrido tiene exactamente n paradas. 

¿Cuántos recorridos de autobús hay en la 
ciudad? 


286. 
En la ciudad hay 57 recorridos de autobús. Se 
conoce que 

1. Do cualquier parada se puede llegar a cual- 
quier otra sin hacer transbordo. 

2. Para cualquier par de recorridos existe 
una parada, y sólo una, en la cual se puedo 
pasar de uno de estos recorridos al otro. 
qu% Cada recorrido (опо по monos de tres parar 
аз; 

¿Cuántas paradas posee cada uno de los 57 
recorridos? 


287, 
¿En puedon trazas en la ciudad 10 recorridos 
le autobús y establecer en éstos las paradas de 
forma que cualesquiera que sean los 8 recorridos 
que tomemos existiri una parada que ho se 
encuontro en ninguno de ellos y que 9 rocorri- 
dos cualesquiera pasen por todas las paradas? 


288. 
¿Cuál es el máximo número de esferas distintas 

que se pueden trazar en el espacio, de modo que 

sean tangentes a tres planos dados y a una osfora 
айа 
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280. 
Tráncomos т rectas por сайа nno de tros puntos 
dados, de mancra que entro ollas по haya dos 
paralelas entre sí ni tresque so corten on un mismo 
Punto, Hallar el número do puntos de intorsec- 
ción de ostas rectas 


жо. 
En ol espacio se han fijado л puntos, de los cualos 
т so hallan en un mismo plano Р, y los domás 
están situados de modo quo no haya cuatro sobre 
un mismo plano. ¿Cuántos planos зо puec 
trazar que contengan de 
dados? 


En 


En ol plano se dan tres puntos, A, В, C. Tracomos 
por el punto A m rectas, por el В, n, y por el 
С. р. Adomás, entre las rectas trazados no debe 
haber tres que ве corten en un mismo punto ni dos 
paralelas. Hallar la cantidad do triángulos cuyos 
vérticos sean рене de intersección do ostas 
rectas y no coincidan con los puntos dados A, B.C. 


n 
tres de los puntos 


29 
En ol plano se han trazado л rectas, y en cada 
una de ollas so han tomado р puntos. do forma 
que Pínguno do éstos sea punto de intersección 
elas rectas y no haya tres sobre una recta distinta 
do las dadas. Hallar el número de triángulos 
соп vértices en estos puntos. 


ат que el número de puntos de intersoc- 
las diagonales do wm polígono convexo 
do n lados, que se hallan fuera de esto. poli- 


guno, es igual a 5" (n= 3) (n — 4) (n — 5), 
y ol do los que se hallan dentro de ól, a 
ar (n — 1) (л — 2) (n — 3) (so supone que no 
фу dos diagonales paralelas ni tros que se corten 
en un mismo punto). 

205. 


En una circuntorencia hay л puntos. ¿Cuántos 
polígonos distintos existen (no forzosamente con- 


voxos) inscritos on esta circunferencia, cuyos 
vértices sean los puntos dados? ¿Y cuántos polí- 
gonos convexos? 


296. 

En ol plano se han trazado m rectas paralelas, 
Además, en el mismo plano so han trazado n 
rectas no paralolas ni entro sí, ni a las que ya 
se han trazado antes. Ninguna recta раза рог 
el punto de intersección do otras dos. ¿En cuántas 
regiones quoda dividido el plano por las rectas 
trazadas? 


297. 

So dan 11 puntos, de.los cuales hay 5 en una 
misma circunferencia. Además do éstos, no hay 
4 que se hallon sobro una misma circunferencia. 
¿Cuántas circunferencias so pueden trazar, de modo 
que cada una do ellas contenga por 19 monos 
З puntos de los dados? 


2%. 


En el plano se han fijado 10 rectas que so cortan 
dos a dos, sin que haya 3 de ellas que pasen por 
un mismo punto ni 4 que sean tangentes a па 
misma circunferencia, ¿Cuántas circul псі! 
so pueden trazar, cada una de las cuales sea 
tangento а 3 do las 10 rectas dadas? 


299, 

Hallar la cantidad de todos los polígonos convexos 
do k lados, cuyos vértices sean k do los п vértices 
do un то convexo de n lados, сод la partí. 
cularidad de que dos vérticos vecinos del polígono 
de k lados dehen ostar soparados рог 10 monos 
por я vértices del polígono de n lados, 


300. 

Un paralologramo so corta рог dos séries do rectas 
paralelas a sus lados, cada serio está formada por 
ғ líneas. ¿Cuántos paralologramos hay en la 
figura obtenida? 


301. 
¿En cuántas partos se divido un polígono convoxo 

n lados por sus diagonales, зі no hay tres de 
ellas que so corton en un mismo punto dentro 
del polígono? 


302, 


Sea dada una carta con número 4, dos con númoro 
2, tres con el 3, etc. Domostrar que el número 
de formas de extraer dos cartas, de modo que 
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зе obtenga como Suma п, es igual a ga 4); 


© a рубли. 4), según эса impar о раг n. 


303, 
Se tienon 3n + 1 objetos, de los cuales hay n 
iguales, y los demás son distintos. Demostrar 
que до ellos se pueden extraor п objetos de 22" 
Manera! 


4. 
Se da la sucosión de números 1, 2, 3, ..., 2л. 
¿Do cuántas formas se pueden 'exiracr de ésta 
tres números que formen una progresión aritmó- 
¿jos? Lo mismo para la sucesión numérica 1,2, 
SELLIS 


305, 
En el plano se han trazado varias curvas cerradas, 
cada una de las cuales corta todas las restantes 
pos lo menos en dos puntos, Sea л, ol número 
le puntos, en los que so cortan r curvas, Demos- 
ue cl número de regiones cerradas, deli- 
mitadas por arcos de estas curvas y que no con- 
tengan dontro de sí a tales arcos, es igual a 


09 љ лу... Hra oo 


306. 
En ol plano so han trazado dos haces de rectas 
соп centros en los puntos А у В, uno de los 
cuales contiene m rectas, y el otro, n. Supongamos 
que no hay dos rectas paralelas y ninguna que 
Pase por ambos puntos А y В. ¿En cuántas 
partes dividen al. plano las rectas de estos hacos? 


307, 


¿So puede unir cada uno de 77 teléfonos dados 
óxactamento con otros 152 


808. 
Hallar la suma do los cocficientes dol polinomio 
¿bticne después de abrir paréntesis en 1а 


trar 


(729— 1343 4 558)1008 (уз— 8y3 + 6y +3)? + 
+@*- 18 — 240008, 

309. 

En uu cajón hay 100 bolas de distintos colores: 


28 rojas, 20 vordes, 12 amarillas, 20 azules, 
10 blancas y 10 negras. ¿Cuál es el mínimo número 


de bolas que deben sor extraídas para quo entro 
ellas haya forzosamente 15 de un mismo color? 


310. 
So pueden pintar todas lus caras de un cubo do 
blanco, o bien de negro, o bien una рагі 


de 
blanco y otra de negro. ¿Cuántas formas distintas 
de pintado existen? (Dos cubos se consideran 
pintados do diferente manera, si по so los puedo 
confundir, por más que giromos al cubo.) 


зи. 
Resuélvaso el mismo problema, con la condición 
de, que no so pinton los caras, sino los vórticos 
tel cubo. 


м2. 
Los modelos de poliedros so confeccionan de desa- 
rollos planos, En ol desarrollo las caros están 
unidas unas a las otras por sus aristas, y el modolo 
so construye doblando el desarrollo en cartulina 
a lo largo de las aristas. El tetraedro regular 
tiene dos distintos desarrollos do este tipo. 
¿Cuántos tiene el cubo? 


313. 

Un dodecaedro regular se puede pintar de 4 colo- 
ros, de modo que cualesquiera dos caras adjuntas 
tengan distinto color. ¿Cuántas soluciones geomó- 
tricamente distintas tícne este problema? 


ШИ 
Do sois aristas del tetracdro se pueden осорон 
cuatro que formen un cuadrilátero espai 

rrado. Esto cuadrilátero contiene todos los vé: 
dol tetraedro. Lo mismo puede hacerse con ol 
cubo: obtendremos un octógono que contieno 
todos los vértices dol cubo, ¿Puede ser efectuado 
lo mismo con el octacdro, el dodecnedro, el icu- 
saedro? ¿Cuántas soluciones habrá pata 
poliedro? 


origen de coordenadas hay una partícula. 
bo de de tiempo, ésta so desin- 
а de las cualos so desplaza on una 
tud hacia la izquierda, y la otra, 
а. Este proceso so repite al cabo 
cada unidad de tiempo, con la particularidad 
do quo dos partículas que quedaron on un mismo 
punto se aniquilan mutuamente (de forma quo, 
por ejemplo, al cabo do dos unidades do tiempo 
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quedarán dos partículas). ¿Cuántas partículas 
habrá al cabo de 129 unidades de tiempo? ¿Y al 
cabo do п unidades? 


316. 
Cierto alfabeto está formado por seis letras, 
[аз cuales han sido codificadas, para transmitirl: 
por el telógrafo, como sigu 


Al transmitir una palabra, no fueron, hechos 
iuetrvalos quo separasen una letra de la otra, 
de modo que se obtuvo una cadena uniforme 
de puntos y rayas, formada gr 12 signos. ¿De 
cuántas maneras se puedo leor la palabra transini- 
М 


317. 


348, 
Do puntos y rayas se forman todas les «palabras» 
posibles, en las cuales figuran exactamento siete 
símbolos. ¿Cuál es ol mayor número do palabras 
quo se pueden formar, de modo que dos de ellas 
so diferencien рог 10 menos еп tres signos? 


310. 

¿De cuántas' formas se puede pintar con n 
tolores una circunferoncia dividida en p partes 
(р os, primo)? Las formas que coinciden en un 
giro de Ја circunferencia alrededor de su centro 


se consideran coincidente 
320. 
En una hoja de 


риро! cuadriculado de nx n 
cuadrículas, so han dispuesto los números 1, 2, 
EN ni, de a uno en cada cuadrícula, de modo 
jue los números do cada vertical y horizontal 
formen una progresión aritmética. Hallar la can- 
tidad de tales disposiciones, 


321, 

El hombro no tione más de 300 000 pelos en su 

cabeza. Demostrar que en Moscú viven no menos 

de 10 porsonas con igual número de pelos (la 
blación de Moscú es alrededor de 7 millones 
о personas). 


322 ч 
Se dan 284-1 objetos. Domostrar que entro 
ellos so puede escoger un número impar de objetos 
modiante la misma cantidad de formas quo un 
número par de ellos, 


323. 
Demostrar que 4 rublo so puede cambiar еп 
monedas de 2 y 5 Кореке mediante un número 
mayor de fotmas que en monedas de 3 y 5k. 


32. 


¿De cuántas maneras so pueden cambiar 20 орі 
ёп monedas por valor de 1, 2 y 5 КР 


que modiante una colección standard 
de pesas: 1 mg, 2 mg, 2 mg, 5 10 mg, 20 mg, 
20 mg, 50 mg, 100 mg, 200 mg, 200 mg, 500 mg. 
1 g, etc., se puedo formar cualquier peso, expre- 
sado mediante un número entero de miligramos, 


0, 4, 2, 3, 4, 5, Hallar la suma 
¡eros pares de cuatro cifras que 
se pueden escribir con estas cifras (una misma 
cifra puede repetirse). 


ЕП 
Una baraja de 2л cartas зө mezcla do la siguiente 
manera: se divido por la mitad, y las cartas 
de la primera mitad so distribuyen do а una 
entro las de la segunda (on el orden dado). Por 
ejemplo, la carta do número n + 1 será la primera; 
la primera será segunda; la de пішого п + 2, 
tercera; la segunda, cuarta, etc. Demostrar que 
después Че т veces la corta que al principio 
so hallaba en el pésimo lugar quedará on el 
lugar л, siendo z el гомо de la división de p2r 
por 2n + t > 


329. 
on las mismas condiciones la baraja contiene 
14а + 6 cartas, después de mezclar tres veces 
de la manera indicada, las cartas 2m-+4, 
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22m + t), 3 (2m + 1), 4 (2m + 1), 5 (2т +4), 
б (2 +4) volverán а sus lugares iniciales. 


330, 

Si en las mismas condiciones 25 — 1 se divido 
рог 2n + 4. una baraja de 2n cartas, después 
de z mezclas, volverá a su posición inicial. 


зи. 
Una baraja do cartas so mezcla” como sigue: 
primoro ве toma la primera с 
so coloca sobre ella, la tercers 
cto. Demostrar que si la bars 
carias, la carta 2n quedará 


2. 

22 cartas so someten a la mezcla indicada más 
arriba. Demostrar que la carta 8 quedará todo 
el tiempo en su lugar, la 5 y la 14 se intercambi 
Tán sus lugares, y los, 3, 13, 18 pasan una a la 
otra en forma circular. 


33: 
Demostrar que, bajo las as condiciones: 
una baraja de 16 cartas vuelve a su posición 
inicial сайа 5 veces; una do 32 cartas, al cabo 
de 6 veces; una de 42, luego de 8 veces; las de 
28 y 36, después de 9 veces; las de 12, 20 y 46, 
al cabo de 10 veces; las de 22 y 52, después de 12: 
una de 14, al cabo do 14 veces; una de 18, después 
de 18; una de 26, luego de 28, una de 30, después 
de 30, y una de 50, al cabo de 50 veces. 


EN 
Un cuadrado está dividido en 16 cuadrados 
iguales, ¿De cuántas maneras se pueden pintar 
de blanco; порсо, rojo y azul, de modo que on cada 
dorizontal y en cada vertical estén los cuatro 
сойо; 


385. 

15 escolares so forman, para un pasco, en 5 filas 
do 3 personas cada una. ¿Cuántas veces puede 
efoctuarse esto, de modo que no haya dos escolares 
que queden dos veces juntos? 


б. 
Demostrar que si п es un entero, 


(ae 
también lo será, y si m y л son impares, 
nhi met 


(ттун) E (м) 2 es entero. 


337. 

n objetos se hallan distribuidos on circulo, 
Demostrar que si fn ©з o Inúmero de permutaciones 
de estos objetos, еп las que ninguno do ellos 
sigue tras aquel que seguía al principio, entonces 
sorá 

һы 

(véase la pág. 47). 


398. 


Hallar el número de soluciones enteras de 
ecuación л + a+... +hzp=m, si tod 
las incógnitas satisfacen a la desfgualdad 0 < 7 < 
<a <m 


339. 
Se tienen 7 ejemplares de un libro, 8 de otro 
y 9 de un tercero. ¿De cuántas maneras se pueden 
distribuir entre dos personas, de modo que cada 
una obtenga 12 lib 


340. 

Se han escrito todas las n-combinaciones con 
repetición, formadas a partiz de n letras. Demos 
trar que cada letra se encontrará С! veces. 


341. 

Desde A hasta В hay 999 km. A lo largo del 
camino hay postes indicadores de los kilómetros, 
en los cuales están escritas las distancias hasta А 
y hasta В (0, 999), (1, 998); . - .. (909,0). гСпйл- 
los habrá, entro ellos, en los qua haya sólo 
dos cifras distintas? 


342. 

Se forman todos los arreglos posibles con repeti- 
ción que pueden efectuarso con m esforas blancas 
y я negras, Demostrar guo su número es igual 
a Р(т+ 1, а 10) – 2. 


Se han formado todos los arreglos posibles con 
repetición que pueden efectuarse а partir do л 

тив blancas у n negras, Demostrar que el 
número total de esferas blancas en todos los 
arreglos es de 


Р(т+1, +1) 
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y el de las negras, de 


mado nt 
REE иы, ям), 


Comprobar la 
palabra «баар: 


34. 
Demostrar que el número de arreglos tomados de 


'spuesta de esto problema en la 


21,2... m+ n + f, que so pueden formar 
а partir de т esferas blancas, n negras y una 
roja, on los que figuro la roja, es igual a 

ma mn 
A P(m+2, 42). 
345. 


El número total de arroglos que so pueden for- 
mar a partir de т esferas blancas, п negras 
y una тоја, es igual a 


(m1) (14-1) y 
Papi P(m4+2,n+2)—13 
Comprobar la respuesta en la palabra sokoroko. 


46. 

'engo 7 amigos. ¿De cuántas maneras los puedo 

invitar a almorzar de a 3 duranto 7 días, de modo 

q по haya 3 que se encuentren en mi casa 
los veces? 


347. 
Si quiero tener 7 grupos diferentes de a 3 y no 
dejar а nadio sin invitar, esto se puede efectuar do 


AP—TAPHAAP 
tormas. 


ningún amigo quo venga cada día, esto 


Si quiero tener 7 grupos distintos do a 3 y que 
puodo efectuar de 435 — 74° maneras. 


se 


arreglos 


Demostrar que el número total, de 
am) 


de п > 2 objotos (tomados de a 1, 2. 
es ol ontoro más próximo а ent — f. 


SI so escriben todos estos arreglos. el número de 
voces que se encontrará cada objeto es el entero 
más próximo а e(n — 1) (24). 


Зи. 

Se tira una moneda 2л veces, Domostrar que el 
número de variantos, en las cuales la cara no 
cayó en ningún momento con mayor frecuencia 
que la cruz, es igual a 


ARO... +H(CR)t=Cf", 


352. 


фе cuántas formas so pueden distribuir 3n libros 
istintos entre tres personas, do modo que las 
cantidades de libros formen una progresión 
uritmótica? 


353. 


Нау п pares, formados рог lotras iguales, соп la 
p icularic de que pares distintos contienon 
istintas letras. Estas letras se ordenan de todas 
las formas posibles, de modo que no haya dos 
letras iguales juntas. Demostrar que el número 
de ordenamientos diferentes es igual a 


[69-и 


pol 
А agg —. 


r objetos distintos, los que so distribuyen 
entre n + p personas, de forma que por lo menos 
п de ellas obtengan no menos de un objeto. 
Demostrar que el número de formas do distribu: 
ción es igual a 


A+ pom (n4- p1)"+ 
HERTE (арду 


354. 


855. 

Designemos mediante П cl número de maneras 
de dividir п objetos diferentes en k grupos. 
Demostrar que, para n> t, sorá 


113421 M5 —31 14... =0. 


356. 

Hay m casillas, en la primera do las cuales 
se encuentran n objetos, en la segunda, 2л,..., 
en la m-ésima, тл, ¿De cuántas maneras 20 
pueden escoger п objetos de cada casilla? 
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357. 
En una canasta hay 2n -- ғ manzanas у 2r — r 
poras. Domostrar quo, para un п dado, el número 
do olvcciones de n manzanas y п peras será 
máximo para r 


358, 

1000 puntos son vértices de un polígono convexo 
do mil lados, dentro del cual hay otros 500 puntos, 
do forma que no haya tres de estos 1500 sobre 
una misma recta. El polígono dado*se corta en 
triángulos, de manora que todos los 1500 puntos 
indicados 'sean vértices de triángulos, y que 
éstos по tengan otros vértices. ¿Cuántos triángu- 
los se obtendrán en este corte? 


259. 

Cinco personas juegan varios partidos al dominó 
(dos contra dos), y cada jugador tiene a cada 
uno una vez como compañero, y dos veces como 
contrario. Hallar el número de partidos jugados 
y todas las formas de distribución de los jugadores. 


360. 

Desde el punto O del plano so trazan todas las 
quebradas corradas do longitud 2n, cuyos lados 
se hallan sobro las líneas de un papel euadriculado 
con retículo do Jado igual a 1. Hallar el número 
de estas quebradas, si cada una puedo recorrer 
un mismo segmento varias veces. 


301. 

Sobre una hoja de papel зе ha trazado una red 
de n rectas horizontales y n verticales, ¿Cuántas 
quebradas cerradas do 2n eslabones distintas se 
puedon trazar sobre las líneas de la rod, de modo 
quo cada una tenga segmentos en todas las rectas 
horizontales y en todas las verticales? 


362, 


303. 
Se han reunido п personas. Algunas de ellas зе 
conocen, y cada dos desconocidos tienen exacta 


mente dos conocidos comunes, y cada dos сопосі- 
dos no tienen conocidos comunes. Demostrar que 
cada presente conoce а un mismo número de per- 
sonas. 


364, 
Sobre la circunferencia se han tomado varios 
untos; algunos do ellos so han designado con 


la letra A, y otros, con la В. Sobre сафа uno 
de los arcos on que la circunferencia se divido 
por los puntos tomados, efectuamos lo signiento: 
si ambos puntos extremos están denotados por 
Jotras A, escribimos el nú: і ambos extre- 
mos están denotados рог B, cscribimos 4/2; si 
éstos están denotados por letras distintas, oscri- 
himos el número 1. Demostrar que ol producto 
de todos los números escritos es igual a 22-0, 
donde а es el número de puntos denotados por 
la letra A, y b, el de los denotados por la В. 


365. 


Las filas horizontales de un tablero de ajedrez 
зе designan, сото es usual, рог las cifras dol 
1 al 8, y las verticales, por las letras de la a a la A. 
Sean ahora a, b, с, d, e, f, g, h números arbitras 
rios, Escribamos еп cada casilla del tablero el 
producto de los números que designan la horizon- 
tal y la vertical respectivas, y dispongamos В 
torres de modo que no puedan comerso una a la 
otra. ¿A qué es Igual el producto de los números 
ocultos? 


366. 


El Comité de Organización de una ойтїрїайа esth 
formado por 14 personas. Los ¡ales de la 
olimpíada se conservan en una caj 
¡Cuántas cerraduz debo tener ésta, y cuántos 
javes hay que entregar a cada miombro del 

ité, para que sea posible abrir la caja cuando 
se roúnan 6 miembros cualesquiera del Comité. 
y sea imposiblo si se roúnen menos de 62 


367. 


Нау un trozo de cadena do 60 oslabonos. Cada 
eslabón pesa 1 g. ¿Cuál es ol mínimo número 
de eslabones que hay que abrir para que son 
posible obtener, mediante los eslabones abiertos 
y los trozos restantes, un peso cualquiera, que 
50 exprese con un número entero del 1 al 60? 
Мези азе el mismo problema, si para ol pesado 
se puede utilizar una balanza de dos platillos. 
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568. 

Сїт existon de números enteros = е y, 
domprendidos entre 1 y 1000, tales quo 22 -t yA 
Se divida por 497 


300, 

¿Cuántos números de dos cifras dan un cuadrado 
perfecto sumados al número escrito con las 
mismas cifras, poro en orden inverso? 


370. 

Hallar la suma de todos los números de cuatro 
cifras, formados por las cifras del 1 al б y que so 
dividan por 3. ` 


эт, 
Hallar la suma de todos los números pares de 
cuatro cifras, que se pueden formar con las 
«ifras del 0 al 5. 


372. 


¡Cuántas soluciones enteras diferentes tiene la 
lesigualdad |z} + | y | < 10002 


373, 

Sobre una circunferencia se ban fijado los puntos 
Ars Az, » + -e Аза. Formemos todos los polígonos 
сойуехов posibles, cuyos vértices зе hallen entro 
los puntos Aj, As, . +. Ау. Dividamos estos 
polígonos en dos grupos. АЎ primero referimos 
todos los polígonos que tengan el punto A; como 
пло de sus vértices, y al segundo, todos los 
demás. ¿En qué grupo habrá más polígonos? 


374. 

Sobro un tablero de ajedrez infinito se halla un 
caballo, Hallar el número de casillas en las 
quo puedo hallarse al cabo de 2n jugadas. 


375. 

Нау 1955 puntos. ¿Cuál es el máximo número 
de ternas de puntos que se pueden escoger entre 
ellos, de modo que cada par de ternas tenga un 
punto común? 


BTO. 

Los números del 1 al 100000000 han sido 
escritos en fila, de modo que se obtuvo la sucesión 
de cifras 123 450... 100000000. Demostrar que 
el número de todas las cifras de esta sucesión 
cs igual al фо ceros еп la sucesión 1, 2, 3. 109 


37. 

¿Cuántos números de cuatro cifras existen, del 
1001 al 9999, para los cualos la suma de las dos 
primeras cifras sea igual a la de las dos últimas? 


378, 

En la escuela so estudian 2n disciplinas, Todos 
los alumnos obtienen calificaciones de 4 y 5, 
No hay dos que estudien igual, тї tampoco hay 
dos sobre los que зе pueda decir que uno estudia 
mejor “que el otro. Demostrar quo el número 
de alumnos en la escuela по es mayor que Ci? 
(Consideramos quo un alumno estudia mejor quo 
otro, si en todas las disciplinas sus notas по 
son peores que las del segundo, y on algunas son 
mejores). 


379. 
Sea М, el número de arreglos sin repetición de 
m elementos tomados de a r, y М, el de arreglos 
sin repetición de л elementos tomados de a r. 
Demostrar quo el número de arreglos de т л 
elementos tomados de a r se expresa mediante 
la fórmula (М + Ar. donde, después de elevar 
a la potencia indicada, hay quo sustituir todos 
los exponentes por subíndices. 


380. 
Hallar el coeficiente do z8 on el desarrollo de 
(+2. 


381. 
Hallar el coeficiente de 2" оп el desarrollo de 
e унча)" 


en potencias de г. Analizar por separado los casos 
m<k, т>. 


382. 
Hallar los coeficientes do z" y 218 después do 


abrir paréntesis y agrupar los términos semejantes 
Фп la expresión (а тун j 


383. 

¿En cuál de las expresiones, (1 -+ 2%-28)100 0 
dy us, después de Ek paréntesis y 
agrupar los términos semejantos, z? tendrá un 
nte mayor? 
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a, +», los coeficientes del desa- 
++ atn оп potencias crecientes 


амаз =0, 
в1+а%—...+(—1у®14_ү= 


Ft, 
€) ала Сјена... 
s. H(i) Ciay=0, зі г no 
es múltiplo do 3, 
D tarkat.. Bt 


а+0з+;+ 


=4 0a. 


385, 

Hallar ol númoro de términos diferentes (no some- 
jantes ошто sí) del desarrollo de 

(ez... +, 

que se obtieno dospués de elevar a la potencia 
indicada. 


386. Hallar ol cocficionto do z* en el desarrollo do 
нараа... еалт), 


387. 

Demostrar que 
ione 
emeh 

388. 

Demostrar quo 

С 603-69 = лә, 
14701+1203 +603=(n +4). 


Demostrar quo 
1414043603 4240] m (1-4 1)t— n, 
(074-1403 43003 + UC] =n. 


390, 
Demostrar quo 


1305400] 21H Ho. (— тт сов 2А, 


‹ лэп mit, 


сї-зс}+%]-—.. 


391. 
Demostrar yuo 
а снос. (29 4200: 45), 
1 (n—2)a 
=з (2+2 2—03), 


(анаан). 


=$ (2422 cos tE) 


ъсү+сї+сї+. 
°) +++. 


d) СС, +С +... 


392. 
Demostrar que, para n>2 y |z| <1, se tondrá 
а+әз+й—"‹{2^. 


393. 
Demostrar que, para m > m, 


mtt 


эр ) - 
"БҮТҮҮ antt) nimi, 
spp ЕЁ +... pini ti 
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Domostrar que 


396. 

Demostrar que 

Ў С) nta 
сч 


отет 


баари зд 


3% a 
Te UFDU+IU=I" 
808. 

Demostrar que 


(CD3420303 +- 
асту 


390. 
Demostrar la identidad 


1 + t ak 
T шы 


e 


+з T татр" 


400. 
Demostrar que 


СЕТ 


401. 
Calcular las siguientes sumas: 


а) Сү+-2С}-Е3Сў-„...-+пб, 


Таг” 


b) CO +2 430 GA ++. 
c) 0342034304 


+44) Ch, 
(1) Cho 

d) С +303564... + (20 —1) Ch 

€) 63—261 +363—...4-(— 10)" (1+1) 0h 
D 3CHI HACI +: (An — A) Сп, 


8) C]— 2034+303... HAMI NCR, 


A ЖЕ. i СА 
ti 
с} e 
++ 
с 
FE 


HD (Сц). 


402. 
Hallar el mayor coeficiento de los desarrollos do 


баъс д, (а Берн. 


403. 
Sean Yn los coeticiontos del desarrollo de la fun- 


ción (142) * 
a 

аа) уау... 

Expréseuse Y mediante los coeficientes binómi- 


өп serio do potenci: 


cos. Hallar ol desarrollo de (1— 4z)”. 

404. 

Demostrar que los números Y, satislacen а las 
relaciones; 


Е ш; Үү... 


кей» 


Za узн 
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DA ad Y Y no Yn Yom, 


YoYn y Vina, Yana 
Кешн IS ES 
Yao Yue 
et > 
FIT RFI 


En ol triángulo numérico 


cada número es igual a la suma de los situados 
en la fila anterior sobre este número y sobre 
sus vecinos a derecha ө izquierda (si no todos 
estos números están presentes, se consideran 
iguales a coro). Demostrar que en cada fil 
a partie de la tercora, existe un número par. 


и 
La primora fila del triángulo numérico 


О 285 e 4957 1955 


está formada рог los números 0, 4, ..., 1958. 
Los elementos de cada fila spe son iguales 
a las sumas do los de la fila precedente, que 
Se hallan а su izquiorda y a su derecha. Demostrar 
que el elomonto do la última fila dol triángulo 
se divido por 1958. 


407. 

$0 considera la serio de los números de Fibonacci 
un md m e= fy uae 1, 2, шота 3, 
ug = 5, oto. (la homos comenzado a ртг delos 


rminos O y f, y no de los f y 2, como on 
el capítulo VI). Demostrar 
в) Para todo m y л, sori 


"apro и-и Ut 
b) Para todo т y n= km, el número un se 
divido рог ит. 
©) Dos números vecinos de la serie de Fibonacci 
són primos entre зі. 


408. 


Hallar cl máximo común 
1000 y 770 de la serie d 


409. 

{Existirá entro Jos primeros 100 000 001 términos 
іе la serio de Fibonacci un número que termi- 
пе en cuatro ceros? 


йо, 


En la serio de Fibonacci se han elogido 8 números 
sucesivos. Demostrar que su suma no perteneco 
a esta serio. 


ОТЕ 

Demostrar que 

a) uput.. Hu —1, 

b) mugt... E ana йм, 

©) ta... + = nero 

Фа munun tH), 

е) шша иша... $ umitim = л, 

0 ши изну... азаар e 

8) mt) + (2) usto Hunit 
+= no (9+9), 


h) agtigt. t ищ = Т. 


0 азана 


из. 
Demostrar que cualquier número natural № puede 
ser representado en forma de suma de númoros 
de Fibonacci, y cada número figura no más 
de una vez en la suma, sin quo haya dos números 
vecinos que figuren a la ve 


413. 

Scan p>g>r números enteros, tales quo 
рат yo dar? Hay р loroa 
negras, 9 blancas у r rojas. Demostrar que el 
número de formas de distribuir estas esferas 
оге dos porsonas, en las cuales cada una obtenga 
з esferas, оз igual а 


A Ar. 


4. 
Si q+ r< p, la respuesta al problema anterior 


aumenta еп 7 (р — s) (p—+— 1). 
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ШП 


iguala 


(par)! 
% (+1) (а)? 


мб. 
Calcular la suma 


мт. 
Demostrar la identidad 


MSP as cy km п... В), 


donde la suma зе oxtiende a todas las solu- 
ciones enteras no negativas de la ecuación + 
4.260... тт т. 

AAA 


Из. 


Hallar la solución genoral do las siguientes rola- 
ciones de recurrenci 


б) ална — Tanyi 124, 
В) ansa = Заан —10а„ = 0, 
©) ап — 4411-1308 = 0, 

d) апаз дап ==0, 

0) Ansa FH4änsi + 4an =0, 

1) ansg— Dan ya bansi — 24an =0, 
B) angst Banys - дапа ап 0, 

1) апта 4ад 
м, 


Halar ал, conociendo Ja rolación de recurconcia 
y los términos iniciales; 


а) Anya Sany + бап =À, 
3) алла — anes +-ба,=0, a; 


ишим 


420. 


Hallar una sucesión tal quo ay=cosa, аз 
$2 y 


апа — 2.008 папы + 0, 0. 


42. 


Demostrar que la sucosión” de término común 
ап =nk satisfaco a la rolución 


аа — Оема Онна 
0—0) Chan 0. 


422, 
Hallar una sucesión tal que 


апаз + 2ang — 8an 
423. 


A do la identidad (1 P (das 

А а dedúzcaso e ЖӨ 
ссср CA 

<] 

424. 


A partir de la identidad (1— зу-т-1 (1 —z)-t-1 = 
Ме йш о? 


т de la identidad (1+2)9=(1—28nx 
з)" dedúzcase que 


5 (ay онад, 


420. 


A partir de la identidad (142) (1-21 
= (1—x)"», dedúzcase que 


даасан. 
ATAN 


valores enteros по negativos de +. para los Cuntes esté 
definido el primer miembro de la igunidad. 
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parir, de identidad (1 — PA = 
Haya (1—x)"P=1, dedúzcase que 


2 (nop c pt CRA, 


427. 
A 
=й 


428, 
A partir do las identidades 


(ar [‹-( s YT =u- 
y 
аа» |102) реа» 


dodúzcase quo 
Дыеты 


y que 

D OP. 

[= 

429. 

Demostrar que 

Y онору mam BREN сер, 
» 

430. 


A partir do las identidades 


dedúzcanse las fórmulas 
со ош =o, 


анор» 
=", 
D OR 20, 


= 


PA овор. 
& 


A partir de éstas, demuéstroso que 
Стріт 92 (y e m) 22m 401 
D rrop wrm Eii 


Y нарт 


=. 
2 (2942 +4) ean Я 
Y propi tmp, 
ES 
ари рр узир, 
24 C ia 
їз. 


Considerando las fórmulas 

Кар  ((— дурт = з) ур de 
+2(1—z%P, 

tap HHP 
22—02) 


рага valores positivos у negativos de р, domos- 
trar que 


2 D 0 4-0", 

2 2 as = Со yo 
2 na 
ораи, 

2 D отон" р-он, 


орнатса суру 
A cpie, 


(1 — Р] [(1- 2) + (1—2)? 
combinaciones de los signos, 
lúzcaso las fórmul 


A 
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2 Y Ana RD С 

2 Ое 0" Ch 
р ае 
занар свн", 


2 5 opty- орната дарів ср, 


игре _ Сарана світ 
сите 3 с", 


P x ra mt 
2 Хач Ip at „ р}р+ї=+2_ ср, 
& 


433. 
A partir de la relación 


(-4)" day» 
dedúzcaso que 


Y ыст" 


A алу 


m-ni 
е. 


4м. 
Domuéstreso que 

(=e = „ si mgn 
д to 


0, 
ул, si mæn, 


435. 

A partir de la igualdad 

(may (nl y zhyn, 

dodúzcase que 

з (a ema f 0. si т>йл—1, 
(стст Я 

Д0 r 


430. 
A partir de la identidad 
Maymi — ул rt bat 


=7 
dedúzcaso que, para m> An, 

Y EN стт. 

= 


т, 

A partir de la identidad 
Mt (1—2) 01—23)? 
dedúzcase que 

Ze = 


-Í (0 с, si m es par, 
ka 
0, 
Ж-нун 


si m es impar, 


-{ EUA, a ar 
Ж 

°, si m ев impar, 
438. 
Demostrar que 
A (0С si m es par, 
a б, — simesimpar. 
439. 


Designemos la expresión 
a(a+1)(a42) ... (a+n—1) 
mediante (a)n. Demostrar que 


Я Сп (а т) (0— та ње 


1» 


SOLUCIONES Y RESPUESTAS 


т. 
En virtud de la regla del producto, so obtienen 
15 caminos. 


2. 


virtud de la misma tendremos 100° = 


Е; 
=10 000 formas de elección. 


3, 
20, 
4. 
8. 


5. 
э. 


480; 437. 


9. 
1024; 4032. 


1. 


En virtud de la rogla del producto, hay 12-g.10 = 
adidas Е 


6-5 = 30 manoras. 


3.7.7 = 147. 


1. 
Se puedo comprar о un ojomplar de cada novela, 
о un tomo que contenga dos novelas у un ejemplar 


de la tercera. Según las reglas do la suma у del 
roducto, зе obtienen 6:3:4 + 5-4 -+ 7-6 = 
184 modos. 

15, 


Se puede comprar además un tomo que contenga 
las novelas «Rudin» de ‘Bodros е Hijos» y un 
ejemplar del «Nido de Hídalgos». So agregan 
= 9 formas, obteniéndoso en total 143, 


16. 
Habrá mayor сандай de elecciones si fue 
escogida una manzana, pues 11-10 > 12.0. 
17. 

6-8-10 = i los dos primeros trompos caye- 


ron sobre el lado «1», el tercero puede caer do 
10 maneras; análogamente se consideran los casos 
en que sobro este lado caen los otros dos trompos; 
en total, se obtienen 6 + 8 + 10 formas, pero 
aquí una do ellas (cuando sobre el lado «i> caen 
los tres trompos) se considera tres veces; por 
esto, quedan 22 maneras, 


48. 


Como el orden de las pinturas no tieno importan- 
cia, se da C}= 10 maneras. 


a el orden de las pinturas tiene importan- 
cia; рог esto, tendremos A5= 60 formas. Si una 
franja es roja, tondremos 3-А{ = 36 manera: 


20. 
A$ = 20 diccionarios. 


a. 
AP — A} = 70. 


22. 

Se obtienen arroglos con repetición de 13 cartas 
tomadas de a 4. En total, habrá 13% 
maneras. Si entre las cartas по debe habor pares, 
tendremos arreglos sin repetición; el número de 
éstos es igual а А} = 17 160. 


2з. 


Como es suficiente escogor una carta negra y una 
roja, obtendromos 13? = 169 maneras de elección. 
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Ж. 

Un niño puedo obtener uno, dos о tres nombres, 
siendo todos ellos distintos: En total habrá 
300 -- 300.299 -- 300.290. 298== 26 820 600 nom- 
Dres distintos. 


25. 

La rolación do vecindad so conserva on las per- 
mutaciones cíclicas y en caso de una simetría, 
En el caso de 4 personas, tendremos 2.4 = $ 
transformaciones que conserven la relación de 
vecindad. Como ol número total de permutaciones 
do 4 personas es igual a 4l=2%, tendremos 
24/8 = 3 formas distintas do sentarse. Si hay 7 
Personas alrededor de la mosa, tendremos 71/14 = 
= 360 modos у, en general, еп el caso de n per- 
sonas, {л — 11/2 formas. El número de maneras 
on las que 2 personas dadas se hallen juntas, 
es dos veces mayor que el de sentar а б personas 
(en virtud de la posibilidad de cambiar de lugar 
estas personas). Por lo tanto, éste es igual a 5! = 
= 120. Análogamente, el número de formas en 
las que una persona dada tendrá dos vecinos 
doterminados, es igual а 41 = 24. 


20. 

En un equipo juega un muchacho, y en el otro, 

dos. Estos se pueden dividir еп cquipos de 3 
Después de esto, hay qu 


27. 
El número de formas de dividir n objetos diferen- 


tes en k grupos es igual a kn. En nuestro caso, 
tendremos Г = 729 maneras. 


28. 


En virtud de la regla del producto, esto es posible 
do 7-9 = 03 manoras. 


29. 
El primero puede escoger los libros para el 
intercambio do С} = 21 modos, y el segundo, 


36. En total habrá 21.36 == 756 formas 
de intercambio. 


30. 


Dividamos todos los modos de ordenar а los 
oradores en pares, formados por los métodos 


зо obtionen uno del otro permutando A y В. 
cada par hay sólo una manera que satisface 
condición planteada. Por esto, tendromos 


51/2 = 60 maneras. 

з. 

Si A interviene inmediatamente antes que B, 
podemos considerarlos como si fuesen un solo 


orador, Por esto, tendremos 41 = 24 formas. 


32. 

La elección do los lugares para las mujeres y para 

los hombres so puode efectuar de dos maneras. 

Después de esto, se puedo sontar a los hombres en 

los lugares escogidos de 51 modos. Otros tantos 
mujeres, En total, obtenemos 

28 800 maneras. 


Obtenemos 10 veces monos formas quo en el 
problema precedente, es decir, 2880. 


м. 
El número total de maneras de extraer 10 cartas 
es igual а CH. El de formas en las quo no se 
escoge ningún as, es Cif. Por esto, por lo menos 
un as hal СЇ 2 СҢ casos. Exactamente 
un аз habrá еп GİC} casos; по menos de dos 
ases, en CH — С} — 4649, y exactamente dos 
ases, en СС} (se oscogen dos ases de C$ formas, 
y Otras 8 cartas, de entro 48, de Cf). 


ES 
Эт señales (véase ol probloma 27). 


Cifremos cada juego do dientes medianto un 
sucesión do ceros y unidades (se coloca un 
si en el lugar dado no hay diente, y una uni 
si lo hay). El número de estas sucesiones es ig 
a ma, бошо a cada habitanto lo correspondo 
sa, succión, el número de éstos no es mayor que 


БА 

Primeramente escogemos cuá] de los tres pasajeros, 
a los que les da lo mismo cómo sentarse, га 
сага ala locomotora.Esta elección ве puedo efectuar 


do 3 manoras. En cada banco se puedo sentar 
a los pasajeros de 5! formas. En total, obtenemos 
3 (51)? = 43 200 formas. 
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38, 

А{ = 3024 

ЕТА 

Ср = 2 598 060, 


20. 

Нау 32.10% números 
927-009 que contienen dos, y 329-100 que contie- 
пеп tres. En total, según la rogla de la suma, 
habrá 33 820.101 números. 


а. 


De cinco días que escoger dos en los quo 
se den Јаз manzanas. En total, hay C} = 10 for- 
mas. 


ue conti 


42, 

cam, 

ТЯ = 
р (2, 1260. 

м. 


Como las naranjas son distintas, tendremos Af = 
== 6720 modos. 


25. 
Сада naranja puede quedar en manos де cualquiera 
do los 8 hijos. Por esto, tendremos 8° = 32 768 
maneras. 


48. 
P439321.0P0,4,4,1,1,0,2(,2,2, 
т. 

CP = 27 405; AP = 057 720. 


48. 
P (2, 2, 2, 1, 1) = 5040. 


49. 

Primeramente se eligen 6 abonados do С? maneras. 
Dispohgamos estos abonados en cualquier orden, 
y dividámoslos en pares (el primero y el segundo, 
después ol tercero y el cuarto y, por fín, el quinto 
y dl sexto). Esto so puedo аго de Ol fermas. 
Сошо 108 abonados so pueden permutar dentro 
de cada раг, y como no tione importancia ol orden 


de los pares, el número total de modos debe ser 
dido por 29.3) = 48. 


nt 
En total, obtenemos д-ру maneras. 


сү; сө. 


Se pueden escoger dos, tres о cuatro, mujeros, 
Dos de ellas se pueden elegir de Cf formas. 
Después de esto, hay que escoger 4 hombres, 
lo cual puede efectuarse de С] maneras, En virtud 
di la regla del producto, obtenemos С#С] formas, 
Si se eligen tres mujeres, so obtienen (4С; mane- 
ras, y si son cuatro, ССД. En total, hay 


CAC] +C4C34+CICI=271 modos, 


52. 


El número debe terminar en una de las cinco 
combinaciones siguientes: 12, 24, 32, 44, 52; 


las primeras dos cifras, еп cambio, pueden ser. 
trarias. En total, se obtienen 52.5 = 125 

números. 

53. 


Cada uno de los n pasajeros puede escoger cual- 
quiera de las m paradas. Por esto, tendremos 
тал modos de distribución. Si so tiene en cuenta 
sólo la cantidad do aque 30 bajaron 
on cada parada, se obtienen CHèn-t formas. 


м. РЕ в: 

Si а y b зо hallan juntos, podemos unirlos еп un 
solo simbolo. Teniendo en cuenta que a y b 
se pueden cambiar de lugar, so obtienen 2 (z — 1)1 
permutaciones en las quo a y Б están juntos, Por 
esto, no lo estarán en п! — 2 (п — t)! permutas 
ciones. Análogamente se obtiene, que a, ус 
no estarán juntos on n!— 6 (з — 2)! permuta» 
glones. No habrá ningún par de elementos a, бус 
juntos en n! — 6 (n — 1) -+ Gt — 2)! permutas 
ciones (según la fórmula do inclusiones y oxcln- 
siones). 


55. 
Tres jueces pueden escoger al voncedor do 10% mane- 

газ. En AN 720 casos nombrarán а tres candi- 

datos distintos. Por esto, la coincidencia de dos’ 
jueces, por lo menos, tendrá lugar еп 280 casos, 

La parte de estos casos es igual a 0,28. 
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56. 
Como cada estudianto puede obtener tres tipos 
de calificación, tendremos 3t = 81 maneras de 
rendir los exámenes. 


57, 

Сото los collares no cambian para permutaciones 
cíclicas de las cuentas y а] rebatirlos, se pueden 
formar Д = 360 tipos do collares. 

58. 

Los tipos do collares se diferencian entre sí өп 


el número de cuentas pequeñas, contenidas entre 
dos grandes. Por esto, tendremos tres tipos Че 
collares. 


59. 


En ol alfabeto ruso bay 33 letras, pero por lo 
monos рог cuatro de ellas, b, b, Ы, Й, во comion- 
za ningún nombre. Por esto, el múmero total 
de iniciales diferentes na es mayor que 20* = 841, 
lo cual es menor que 2000, 


60. 

AY = 604800; Су = 120. Si dos muchachas serán 
invitadas con seguridad а bailar, tendremos А. 
variantes do elección de sus compañeros; los 
muchachos restante escogen а su compañera 
de entre 8 chicas, lo cual puedo ser electuado 
do Af maneras: on total, tendremos АА} 
== 282240 formas. Por último, si dos chicas 
determinadas son invitadas а bailar, las otras 
cinco se pueden olegir do СЕ modos, 


“|. 
El olicial puede «дизе de СЇ maneras, los 
sargentos, de СЗ. y los soldados rasos, 


En total зо obtienen, 
ойо, CICK 
destacamento del 


virtud de la regla del 
Tormas de elección. Sí on el 
е figurar el comandante de la 


сүс! 


шо 


compania y ol mayor ба los sargentos, se obtienen 
E mode 


los de elección. 


Cuatro chicas pueden ser olegidas de С}? maneras. 
Dospués de esto, elegimos modos a los 
muchachos (aquí ya tiene importancia el orden). 
En total, so obtionen С}?А [5 = 17 417 400 formas. 


6з. 


Cada gallina puedo figurar o no entro las elegidas. 
Por asto, hay 2 Tormas de elección de gallinas, 


logamonto, 
maneras de oleoción do los patos y 21m 1 = 3 
de elección de los gansos. En total hay 7.15.3 = 


= 315 modos. 
в. 


Esto número esigual a Р (m, n, р) = ciim i 
65. 


Los libros encuadernados on nogro se pueden 
permutar de m! maneras, y los que lo están 
Фп rojo, do nl. En total, hay, según la regla del 
producto, mini formas. Si los libros encuadornados 
en порто están juntos, hay que elegir, además 
para “el lugar entre los encuadornados 
en rojo, cosa que puede efectuarse de п +1 
modos. En total, obtenemos 


т! nl (14)! ="m1 (n-+1)! formas. 
6. 


Cada una de las 15 personas puede figurar o no 
en el grupo. Como ésto no puede ser vacio, obte- 
nemos 218 — 4 = 32 767 maneras. Para п porso- 
nas habrá 2n— 1 formas, 


67. El número p, puedo figurar en ol divisor 
а dado con índices 0,4,..., ay; en total 
de аһ + 1 maneras. En virtud de la rogla del 
producto, cl número de divisores os igual а 
fa +1)... (а, +1). Para hallar la suma de 
3 divisores, consideremos la expresión 
ра...) Hat pan. 
Si se abren paréntesis en és obtendromos una 
suma, еп la que cada divisor figurará exactamente 
Según la fórmula de la suma do una 
geométrica, Obtenemos_que esta suma 


68. 

Coloquemos primero en cada paquete una moneda 
de 50 kopeks. Después, habri quo. distribuir on los 
5 paquetes 7 monedas restantos, Esto so puedo 
efectuar de C}' = 330 maneras (véase la pág. 132). 
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69. 


mutación le 
corcespondo эш forma de distribución Че los 


En forma análoj 
que el número 


т. 
Сото во toma on considoración sólo el número 
de votos, que obtuvo cada moción, hay que 
wibuir 30 «objetos» iguales еп 5' «cajones». 
esto, agreguomos á objetos do separación 
iguales, y tomemos todas las permutaciones de 
los objetos obtenidos. El múmero do éstas es igual 
а P(30, 4) = 46 376. A cada permutación le 
corresponde su distribución de votos. 


al problema anterior, so obtiene 
maneras es igual а 81/81 == 6720, 


72. 

12 libros so pueden encuadernar on 3 colores de 
3! modos. De ollos, en 3.21 casos los libros 
estarán encuadernados en no más de dos colores, 
y en 3 casos en un solo color. Según la fórmula 
de inclusiones y exclusiones, en 9% — 3.228 E 
+ 3 == 519 156 casos los libros estarán encuader- 
nados өп tapas de los tres colores. 


73. 
Agreguomos a las 32 letras 5 «tabiques» iguales, 
y consideromos todas las permutaciones posibles 
de los objetos obtenidos, on las que no haya 
ningún tabique al principio о al final, ni haya 
dos tabiques juntos. Las letras so pormutan do 

maneras, y para loz tabiques obtenemos 3t 1ш; 

ni 


res, pudiéndolos colocar de С! modos. Toniendo 
en cuenta quo el orden de las palabras no ties 
importancia, so obtienon 321CP'/0! maneras 
formar las palabras. 

74. 


12 personas se pueden escoger de СЦ modos. 
En С} casos entre-los elegidos figurarán dos 

rsonas dadas. Por esto, quedan CH = CH 
elecciones admisibles, 


75. 
Las piedras pueden ser permutadas de P (5, 6, 7) 
maneras. En las permutacionos cíclicas y ел las 


simetrías, el brazalete pormaneco invariable: 
Obtenemos, рог esto, Р (5, 6, 736 = р 
modos. 


76. 
Si todas las piedras escogidas son do un mismo 
tipo, tenemos 3 modos; si so han escogido dos 
tipos do piedras, 2С} = 6 modos, y si las tros 
piedras son diferentes, 1 modo, En total hay 
0 formas. 


Las tazas se pueden dist 
los platillos, бө Аў, y las cucharillas do té, 
de 4$. En total se obtienon, en virtud de |, 
regla del producto, 44-45-43 == 172 800 manors 


78. 
Si el marido invita a £ mujeres, el número de 
hombres que éste invita es igual а 6 — k. Enton- 
cosla invitará a 6 — k mujeres y k hombres, 
Segón las reglas de la suma y del producto, esta 


elección se puedo efectuar de Y (СЕС д) = 
Е] 
267 148 modos. 
79. 
En el costado izquierdo pueden estar sontadi 
0, 1, а, б 4 personas do aquellas а las quo les 
la el 


es indiforento in del costado. Si entro 
еШ 8 Ё. 


mos 4 remeros para el lado dorecho. En total, Lon- 
dremos Ch сї -һС#Ї—* formas de elección, Sumán. 
dolas con respecto а Х, obtenemos la respuesta: 


4 


91101 (21 —k)1 
чт 1 OA —® FDA" 


го 9 se puedo descomponer en tres suman- 
intos de tres maneras: 9 = 1 + 2 + 6 = 
3+5 =24+3+4. La suma menor 
9 tendrá lugar еп 4 casos: 1+24+3= 


-pm 
+ 
ER 
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01424 4=7, 1+2+5= 1434+45 
т boom 4 olas puzdon or extraidas de Ср 
formas, en CJ? — 4 == 116 casos la suma no será 
menor que 9. 

81. 


Escojamos primeramente una carta do cada palo. 
Esto so puedo efectuar до 134 modos. Después 
do esto, escojamos dos cartas más, Si son do 
distinto palo, esto se puede hacer de C4-12%= 864 
maneras. Combinándolas con las diferentes formas 
de escoger las primeras 4 cartas y toniendo en 
la posibilidad do el orden de 
:ción de dos cartas de um mismo palo, во 
obtienen 216-13* modos. Si las dos nuevas cartas 
son de un mismo palo, obtenemos 4:CP?= 264 
maneras de elección. Por las mismas con: 
ciones, éstas conducen a 88-13 modos de elección 
йе todas las cartas, En total, obtenemos 304-13 
formas. 


82. 
En el primer día los participantes se pueden 
escoger do Сіз = 210 formas; en el segundo, 
de CIP — 1 == 209, y en el tercero, de C}? — 2= 

208. En total habrá 210-209-208 = 9 129 120 
maneras. 


83. 

Como C$ == 20, cada forma de elección del grupo 
será utilizada exactamente una vez, El pa 
de permutaciones de ostas formas es igual а 201. 


EN 

Cada muchacho puode elegir entro 5 lugares de 
trabajo, y cada muchacha, de 4. En total 
obtienen '5%-4*= 2000 formas de colección. 


85, 

Еп ol primer lugas 
de las 33 letras, y 
cualquiera de 32 (so excluyo la 
total, tendremos 33.32% = 34 50. 


puede escribir cualquiora 
cada uno de los siguientes, 
donte). En 

008 palabras. 


8 
Escojumos primeramente los premiados, y distri- 
buyamos después entre ollos los libros. En virtud 
de la regla del producto, so obtienen CPP (3, 2, 1) 
maneras. En ol segundo caso elegimos primero 
quién obtuvo el primer libro, luego, quién obtuvo 
el segundo y, al fin, a quién le tocó el tercero. 
En total, obtenemos CCJC} formas do distri- 
ación. 


з igoal al do fichas con suma do 
ntos л + ғ. El número total do todas las 
fichas del dominó será igual а С?з, 


88. 
Por la hipótesis dol problema, los lugares ocupados. 
por las mujeres hombres se alternan. Рог 
esto, tendremos 2 (71)? maneras. 


89. 

Escojamos un caballo de cada par AA’, BB”, 
СС” (hay 8 formas de elección), tres caballos 
de los restantes 10 (hay С19 = 120 formas) y elija- 
mos ol orden de, enganchar éstos (8! maneras). 
En total habrá 8.61049 = 691 200 modos. 


90. 

Las consonantes se pueden elegir de С} formas, 
y las vocales, de C3. Las 7 lotras elegidas pueden 
ser permutadas de 7Ї maneras. En total obtenemos. 
C2C3-71 modos. Si по puedo haber dos vocales 
juntas, el orden de las letras es el siguiente; 
CVCVEVC. Aquí tonomos sólo 314! permutaciones 
y CICISI4I palabras. 


EN 
En virtud do la fórmula de inclusiones y exclu- 
siones, el número de три esiguala 6 + 6 + 
+7 — á — 3 — 2 -+ 1 = 11. Sólo inglés cono- 
cen 6 = á 2+ 4 = 1, sólo francés, 7 


92. 
Según la fórmula de inclusiones y exclusiones, 
92 — 47 — 38 — 42 + 28 + 31 4 20 — 25 = 
= 25 personas llovaron empanadas. 


93. 

Los hombres pueden sor di 
om maneras (teniendo en cuenta las permuta- 
ciones dentro de los paros y las de los propios 
pares). Las mujores зо dividon de 101/(20 formas 
(aqui ya tiene importancia el orden de los pares). 
En total existen (1011/2105! modos. 


idos on pares do 
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9% 


Escojamos primeramonto un hombre y una mujer, 
los que quedarán en el mismo bote que el par 
escogido antes (9% formas). Después, dividimos 


6% maneras, En 


los rostantes en 4 grupos de 


total, habrá ¿2% modos, 


95. 


Si dos hombres dados quedan en un mismo grupo 
(y on ésto se encuentran también sus esposas). 
los restantes se puedon dividir en grupas de 


pa maneras. Si, en cambio, quedan en 


los 


ров, éstos pueden sor completados de (4 
formas y, después de esto, se puede dividir a los 


& в 
demás en grupos de ze modos. En total, obte- 
nemos 17 (81/291 maneras. 


96. 


Como los números по 


Чеп comenzar por el 
cero, tendremos 79 — 


= 2058 números. 


97. 


1 número representado por las tres primeras 
cifras es igual a z, el que represontan las últimas 
tres puedo adquirir los valores O, 1, » + ., 909 — z: 
en total, 1000 — = valores. Como z varia de 100 
а 099, debemos Dallar la suma do los números 
naturales del 1 al 900, Esta es igual а 405 450. 


98. 

Таз fichas blancas so puedon disponer de 
тав. Dospués de la olección de 12 casillas para 
las fichas blancas, quedarán 20 para las negras, 
sobro las cuales so las puedo ubicar де CH formas. 
En total, hay СС modos. 


99. 

Dividamos todas las permutaciones de las letras 
do la palabra solivaro on clases, de forma que las 
portenccientes a una misma clase зе diforencien 
entre sí sólo en el orden de las vocales. El número 
de clases es igual a РуРу = 120. — Solamente 
una permutación do cada clase satisface la con- 
dición planteada. Por esto, su número es también 
igual a 120. 


8 mano- 


100. 
En las permutaciones en que las cuatro «a» van 
Juntas, se las puedo unir y considerar como una 
sola letra. Por esto, el númoro de estas permuta- 
ciones es igual a 5! Quedan Р (4, 


1 0- 


51 == 1560 permutaciones. 
101. 
Si la eg» va inmodiatamonte después de una «о», 
estas letras se pueden unir. Por esto, ol númoro 


de permutaciones huscadas es igual a Р (2, 4, 
4, 1, 1) = 360. 


imeramente todas las letras de la 

palabra «cloroformo» distintas de la яо», lo que 

uede hacerse de Р (2, 4, 4, 1, 1) maneras. 

jespués de esto, escogemos 4 de los 7 lugares, 

са dos que se pueden, colocar las letras so». En 
б 


total, obtenemos Р (2, 1, 1. 1, 1). С formas. 


103. 

Tanto las vocales сото las consonantes 

se pueden permutar entre sí de Р (2, 1, 1) = 12 

m Si ya han sido dispuestas las consonantes, 
ara las vocales quedarán 5 lugares. Por esto, 

Es lugares para ellas pueden sor elegidos de Cj= 5 

maneras. En total, tendremos 5- 122 == 720 modos. 


104. 
Escribamos las vocales on el orden dado. Entonces, 
para la lotra ec» tendremos 5 lugares. Después 
de escribirla, habrá 6 lugares para la өг» y, por 
último, 7 para la cd». En total, 5-6-7=240 modos. . 
105. 

Al igual quo en el probloma anterior, obtenemos 
que el número de formas es igual а А3, 


== 277 200 (hay quo toner on cuenta que la letra 
«lo figura tros veces en nuestra palabra). 
108, 

Fijomos primeramente la sucesión do las vocales 
(hay 2 formas), y después ubiquomos entro ellas 
а 2 consonantes (hay А{ = 12 maneras). La 
primera de las consonantes que quedan se puede 
colocar antes o después de ambas vocalos (2 for- 
таз), y para la segunda ya tendremos tros lugares. 
En total, obtenemos 2.12.2.3 = 144 modos. 


107. 


Escojamos 3 letras de las 5 consonantes, y colo- 
quémoslas en los lugares indicados (existen А} 
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formas). Las 5 letras restantes so disponen arbitra- 
riamente en los 5 lugares que quedan (hay 51 
modos). En total, habrá 514$ == 7200 maneras. 


108, 
En virtud de la regla del producto, hay СС} = 30 
maneras; ССТ == 12 formas. di 


109. 

P (8, 4, 1, 4) — 4l = 96 modos (véase el pro- 
blema 400). 

10. 


Dispongamos primeramente las consonantes (hay 
31 formas), Para las 3 letras «о» quedarán 4 luga- 
ros, y se las Ts disponer de 4 maneras. En 
total habrá 24 modos. 


1и. 


La lotra «о» puede figurar entro las escogidas 0, 
4, 2, 364 veces (de5 formas), la sk», de tresformas, 
etc: En total, se obtieno 5-3-5.3.3.3 = 2025 
agrupaciones. 


112. 
El número de combinaciones en las дие las tres 
letras son distintas es igual a C$= 20; ol de 
combinaciones que contienen exactamente 2 lotras 
distintas, а 6-5 = 30, y el de las que contienen 
sólo пва lotca, а 2. Èn total hay 52 formas de 
olecci 


1 


Si so tione en cuenta también 
se obtienen A$ + 343 + 2 


ordon de las letras, 
212 maneras. 


14, 
Como el) ordon tanto do las vocales como do las 
consonantes está determinado, hay que escoger 


gólo 3 lugares entre 7 para Tas vocales. Esto puede 
hacerso de С} manoras. 


Para la palabra «espirales», la primera y última 
letras debon ser consonantes. Estas se pueden 
pormutar de Р (2, 1, 1, 1) formas, у las vocales, 
le Р (2, 1, 1) шапе tendremos 
PQ1,1, 1).Р (2, 
la palabra esamova 
pormutaciones. 


116. 
Hay que escoger 3 lugares entro б рага la letra 
sar, cosa que puede «сой 
ras. 


147. 


Las lotras de lá palabra tic-tac) se pueden 
permutar do 180 modos. En 60 de estas permu- 
taciones estarán juntas las dos «t» (no tenemos 
en cuenta el guión); en 60, las dos «с», y еп 24, 
ambas letras. Según la fórmula de inclusiones 
y exclusionos, obtenemos 180 — 60 — 60 + 24 = 
= 84 permutaciones admisibles. Para la palabra 
s«tam-tam» tendremos 90—30—30—30+ 
he + 124 12— 6 = 30 permutaciones admi- 
sibles. 


ив. 


Hay 3 agrupaciones quo contienen las 3 letras 
st», «as, ш». y 3 queconticnen 2 letras diferentes 
cada una. En total, hay 6 agrupaciones. Los 
números diferentes de cuatro cifras quo so pueden 
formar a partir de las cifras del múmero 123 123 
constituyen ЗР (2, 1, 1) + ЗР (2, 2)= 54. 


Según la fórmula do inclusiones y, exclusiones, 

obtenemos que todas las cifras 1, 2, 3, 4 están 

contenidas on 10%—4.0% + 6.89 — 4.74 4 09 

= 23 460 números. Sólo por las cifras 1, 2, 3, 4 

estarán formados4 -+ 43 -+ 49 -+ 48 45-4 40 == 
p 

= TÉ 5460 números, 


120. 


Cada cifra aparece en cada columna б voces 
(Р,/4). Por esto, sumando las cifras de la primera 


columna, obtenomos 6 (1 + 2 + 3 + 4) = 60, 
sumando las de la segunda, 600, ete. En total, 
0000 + 60000 = 66 660. 


soubtienon 60 + 600 


12 

Aquí el múmero total do permutaciones es igual 
a 12; las cifras 1 y 5 aparecen en cada columna 
3 veces cada una, у la 2, 6 vecos, Por esto, la 
suma de las cifras de la primera columna Será 
igual a 3-1 + 3-5+6-2= 30. La suma total 
es igual a 30 + 300 -+3000 + 30 000 = 33330, 
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122, 
Anglogamento so obtieno que la suma es igual 
аи 


123, 

La suma es igual a 16 665. 

12%, 

Si so quita la limitación do que la cifra 0 no sea 


primera, se obtiene una иша de 2 666 640. La 
jo los números que semplezan por 0» es igual 
а 66 660. Por csto, la suma de los números de 
jue по comienzan por la cifra «0» 


cinco cifras 
es igual a 2599980, 

125. 

Como medianto las cifras «8» y «9 se pueden 
escribir 2% números do Р cifras, la cantidad total 


de números buscados es igual а 5) 2%= 126. 
a 


128. 
5 
Análogamente se obtiene У, 3® — 1092, 
=. 


127. 
Como la primera cifra no puede ser 0, se obtienen 


2) 2%= 728 números. 
сз 


128. 

Cada cifra se repite en cada columna 
veces. Por esto, la suma do las cifras do la primera 
columna es igual a 16 (1 -+ 2 4- 3 + 4) = 160, 
la де las cifras de la segunda, а 1600, y de la 
tercera, а 16.000. La suma es igual а 17 760. 


129; 

En ol primer caso la suma es igual a 3 999 960. 

En ol sogundo, cada cifra so repite A$ veces cn cada 

columna, y obtenemos una suma de cifras do la 

[шга columna do А{ (1-24. --бу=175 600; 
suma total es igual а 839 991 600. 


130, 

En el último lugar puedo estar la cifra 3 о la 
las restantes so pueden permutar do 3! manoras. 
En total, obtenemos 12 números impares. Análo- 
gamente sè obtiene que la cantidad do números 
Pares es igual а 12. 


131. 

Los lugares para las cifras impares so pueden 
escoger do С} = 20 formas, En cada lugar puedo 
estar una de las $ cifras (o par, o impar). En 
total, obtenemos 20-5* números. Pero entro ellos 
10.5% comienzan рог cero, Quedan 20.5 — 
— 10.59 = 281 250 números. 


432. 
C4-5%= 312 500 números. 


133, 
Ез el primer lugar puedo estar una de las 9 
cifras: en el 20, 30, 49 y 50, una de las 10, y en 
el último, una entre 5 (su paridad está detormi- 
nada). En total, obtenemos 9.1045 = 450 000 
números. Si se tomen todos los números dol 
4 al 999 999, se obtendrán 499 999 números. 


14. 
Si se excluyen los ceros, las cifras restantes darán 
una de las sucesiones siguientes: 3; 2,1; 1,2; 
4, 1, 1. Queda por distribuir los ceros, de forma 
la primera cifra sea distinta de cero. Para 
¿13 esto se puede hacer de una manera, para 
2, 1 y 1, 2, de nueve (según la cantidad de ceros 
# se hallen entre estas cifras), y para 1,1,1, 
le C3 modos. En total habrá 1 + 9 + 45 = 55 
números. Si se toman todos los números del 1 
al 9 999 999 999, hay que escoger los lugares 
para las cifras distintas de cero. Para el 3, esto 
Se puede hacer de С? тапегаз, para 61 2, 4 y 1, 2, 


de СД, y para 1, 4, 1, de С}, En total, obtenemos 
Cp ФС + CJ = 340 números. 

185. 

En el primer lugar puedo estar cualquiera do las 
9 cifras 1, 2, . El segundo lo puedo ocup: 
cualquiera de las 9 restantes, el tercero, cualquis 


de las 8, etc. En total, so obtienen 9-01 números- 
136. 

La cantidad do números del 0 al 999 que зе divi- 
den por 5esiguala Е (2 , siendo Е(2) la parto 
entera de z. Análogamente, por 7 so dividen 

1 Р 

Е (%) números, y por 35, E E) . En vir- 
sud de la fórmula de inclusiones y exclusiones, 
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зе obtiene que 
ю-к (2 ®)—в (EP) + (т) = 


búmeros до se dividen ni por 5, ni por 7. 


Anólogamente, so halla quo la cantidad de núme- 
тоз buscados бз igual а 228. 


cantidad de números que se escriben sin la 
cifra 9 es igual a 729. Por osto, la cifra 9 es 
contenida on 1000 — 729 = 271 números. Exacta: 
monto 2 veces la cifra 9 figura en 27 números 
(0%, 000, 90%, 189. oto). El, cero figura оп 

número do una cifra, dos cifras y 174 
do tres; on total, figura en 180 números. Dos 
voces ol cero figura en 9 números. Las dos cifras 
0 y 9 figuran en 36 números (si la tercera cifra 
es distinta de б y 9, habrá 2.2.8 variantes, 
y si es igual a 0 б а 9,4 variantes más). Las 
cifras 8 y 9 figuran en 54 números. La cantidad 
do números de n cifras que no contienen dos 
cifras iguales seguidas es igual а 9 si n>1, 
y a 10 si n= 1. Por esto, la cantidad de estos 
números, del © al 999 999, es igual a 10 + S + 
+ 9 90 89 4 99= 597 871. 


139. 

El número de cuatro cifras puede estar formado 
г cuatro cifras distintas (1, 2, 3, 5), o por 
los iguales y dos diferentes (1, 1. 2, 3; 1, 4, 2, 5; 

4,1,3, 5; 1, 2, 3, 3; 1, 3, 3, 5; 2, 3, 3, 5) о, por 

último, por dos pares де cifras iguales (i, 1, 5, 3). 

Por esto, la cantidad total do estos números 

os igual a 


Pat OP (2, 1, 1)+P (2, 2)=244-0-124-6=102, 
440, 


En forma análoga al problema anterior, obteno- 
mos la rospuest 


2P (2, 1, 4, 1)+ 3P (3, 1, 1)+2P (2, 2, 0+ 
+3P (4, 1)=255. 


44. 
En el número de seis cifras pueden figurar uno, 
dos o tres pares de cifras iguales, Un par se puede 
escoger de C} maneras. Él número do permuta- 


ciones de 4 cifras distintas y 2 i es igual 
EPO i A 1y O= 01/2 360. Entre ollas, 


en 51 = 120 pormutaciones dos cifras iguales 
estarán juntas. Por consiguiento, en este caso 
obtenemos 5 (360 — 120) 1200 números de seis 
cifras, Dos pares de cifras iguales pueden ser 
escogidos de С} = 10 maneras, luego de lo cual 
de С} = 3 formas so pueden escoger dos cifras 
más. La cantidad total de permutaciones de 
cstas cifras es igual a Р (2, 2, t, 1) = 180, con 


la particularidad de que өп 25 = 120 de ellas 


hay por lo menos un par de cifras Igualos seguid: 
yen dl = 24 permutacionée dos do ostos par 

n virtud de la fórmula de inclusiones y охе! 
siones, se obtiene que osto caso nos da 10.3 X 
x (180 — 120 + 2520 números nocesarios. 
Análogamonto se halla que tres pares de cifras 
iguales los tienen 


6! 5 41 
(art) 


números necesarios. En total, obtenemos 4020 
números. 


300 


142. 

La cantidad total de números de cinco cifras 
que, pueden formarse a partir de las cifras 
jadas, es igual a 


5! 5! 5! 5! 
з наа аго. 
Entro ellos en 3P, + 258.= 24 la cifra 3 se 


repite 3 veces seguidas, ОМспошов así 416 
números buscados, 


143, 


El número total de permutaciones de las cifras 
dadas es igual a Р (È, 2, 2, 2). Entro ellas, en 


РО 2, 1) permutacionos una cifra dada se 
veces seguidas; en Р (2, 2, 1, 4) se 
repetirán seguidas 2 cifras dados; еп Р (2, 1, 


1,1), 3 ci 
dadas. Segun la Terim 
siones, ohtenemos que no habrá 2 cifras que se 
repitan en 


jadas, y en Р (1, 1, 1, 1), 4 cifras 
ula de inclusiones y exelu- 


P(2,2,2, 2)—4Р (2, 2, 2, 1)+6P(2, 2, 1, 1) — 
—4P (2, 4, 1, 1)+P (1, 1, 1, 1)=864 


permutaciones. 


174 


144. 


Análogumento se obtiene que el número de per- 
mutaciones оз igual а 


81 т st 
py tmy +2. 
145. 
De igual forma, tondremos 
101 8! 
таг: 
14 
Análogamonto se obtiene la respuesta 20 040. 
14 


Si se ha escogido un número, ol segundo se puede 
elegir de 10 maneras (ya quo su paridad 
conocida). Teniendo en cuenta la рові! 
de permutar estos dos números, se obtienen 


100 modos de elección. 


2 


148. 


O los tres números escogidos son pares, o bicn 
оло op par, y doa son арагы. Por osto, olaa. 


mos C$ -+ СПДС]? = 2030 maneras de elección. 
149. 
En 11 puntos del camino se puedo elegir entre 


dos posibilidades. Por esto, la cantidad de caminos 
os igual а 29 == 2048. 


ИЕ 
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Análogamento hallamos quo el número de for- 
mas ез igual а 35 == 243. 


152. 
Si so han escogido р monedas por valor de 10 
Корок, зе pueden tómar O, 1, - .., 20— р do 
15 К.с en total hay 21 — p formas. Como р 
de 0 a 20, tendrémos en total 1 +2 + 3 + 
+21 = 312 maneras de eleccion. 


El númoro do combinaciones distintas de monedas 
es igual a С! == 1287. Por esto, puede baber 1286 
respuestas incorrectas. 


154. 
La cantidad de números de cinco cifras es igual 
а 90 000. Entre ellos, cada cifra es un número 
еп 4-5# == 2500 casos, е impar, en 5° == 8125, 
cifras monoros que 6 по figuran еп 4% = 1024 
casos, y з mayores que 5, en 3-4 = 708, 
Todos las cifras 1, 2, 3, 4, 5 están contenidas 
en 31 120 números, y todas las 0, 2, 4, 6, 8, 
en 4:41 = 98. 


155, 

Do la hipótesis del problema se aprocia que distin- 
tos resultados de echar los dados darán igual 
suma sólo si se obtienen uno del otro permutando 
los dados. Por esto, la cantidad de sumas distin- 
tas es igual a C3 + 6 = 21. 


156. 
Análogamento obtenemos la respuesta С} + 2 С{+_- 
+6 


157. 
Un solo tipo de puntos habrá en 6 casos. Dos 
tipos pueden сасг de las tres maneras зір entes: 
un dado del primer tipo y 5 del segundo. o dos 
del primero y cuatro del segundo, o tres do cada 
uno. En el primer caso, el tipo de los dados se 
puede escoger de Af maneras, y cualquiera de los 
$ puede dar puntos del primer tipo, Esto nos 
da 6A$ = 180 casos. Análogamente, la variante 
2-44 nos dará A$P (2. 4) = 450 casos, y la 
3 +3 CIP (3, 3)= 300 casos. Así, pues, dos 
tipos de puntos se obtienen en 180 + 450 + 300. 

980 casos. Para tros tipos de puntos, hallas 
mos primero todas las particiones del número 
6 en 3 sumandos: 6= 14-1 4:142 
+ E 2 + 2 + 2. En correspondenola con esto, 
resul 


Ap АРИ, 0 1800, 

ASP (A, 2, 8)=7200, 

аро, 2,2)= 180, 

obteniéndose e ntotal 10 800 casos оп que caon 
exactamente 3 es do puntos. 

En 4 sumandos, el número 6 se descompone como 
sigi: 6=14+14+1+3=1+1+242 
Estas variantes nos dan Gara, 111 9= 
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=7200 y гу А]Р (1, 1, 2, 2) = 10200, habiendo 


en total 23 400 casos en que caerán 4 tipos do 
puntos. 


Para 5 tipos tendromos йл? (.1,1,1,29= 


10 800 casos, 


jara 6,01 == 720, Obsérvese quo 
Br 20 + 10500 


0 -+ 23 400 + 10 800 + 720 = 


15 
Al ochar los dados, éstos зе dividen оп gru 
según la cantidad ue cayeron en 
hi Mar Ја cantida 


Como 1 000 000 == 25.5", cualquier desarrollo de 
un millón en tros factores tendrá la forma 


1.000.000 = (2% 581) (22, 582) (202,583), 


siendo ац, аз, аз, fr В. Ba números enteros 


по negativos, tales que dy + аз + аз В. 
q bad Ba 6. Como 5 se descompone on 3 
sumandos enteros no negativos de Cë = 28 modos, 


el número de desarrollos será igual a 28° = 784, 
si so tiene en cuenta el orden de los factores. 


160. 
Los desarrollos obtenidos en el problema ante- 
rior se dividon on tres clases: o los tres factores 
coinciden, o coinciden dos, y el tercero es distinto 
de ellos, о son los tres diferentes. La primera 
glaso, está formado por el único “desarrollo 
1.000 000 = 100-100-100. Hallemos el núme- 
то do desarrollos de la segund; 
que coinciden son do la forma 2% 
la + аз = 28 + Ba = 6. Pero 
+ y == 8 tieno 4 soluciones ent 
enteros positivo: 

2, y=2% z= 3, 
а so puedo combinar co 
16 variantes para 22.50, Una de ellas, pre 
mente la 22.5%, debe desecharso, pues condu 
al desarrollo de la primera clase. Quedan 13 vari: 
tes. Cada una de ollas conduce a tres des 
rrollos, según el lugar que ocupe el torcer factor, 
Hor lo tando Ja segunda clase está formada por 43 
desarrollos, Si no se tiene en cuenta ol len de 
los factores, se obtienen 15 desarrollos, Por 
último, el número de desarrollos de Ja tercera clase 


¿los factores 


es igual а 784 — 1 — 45 = 738. Estos зе dividen 

[ро que so Siferancian sólo por ol orden 
de los factores, y están formados por б desarro 
llos cada uno, Por esto, si по se tione en cuenta 
1 ordon de los factores, so obtienen 1 + 15 + 
39 desarrollos, 


Guda moneda puedo quedar on uno йо 109 dos 
bolsillos. Por esto, tendremos 2 maneras. 


162, 
Dispongamos los objotos en algún orden, y démoslo 
в la primera persona los primeros п, a la sogunda, 
los n siguientes, y la última, los objetos rostantas. 
Como el orden do los elementos en los grupos 
по епо importancia, obtendromos CInC¿" e 
dormas de distribución. 


163. 


Eu forma totalmente análoga al probloma ante- 
rior, obtenemos quo el númoro de descomp« 


A (2n)! 
mes es igoal a 291. 
164. 
Análogamente so obtiene la respuesta 290! 
И ЕТЫ 


EN 
зї, (Жуй 


160. 
И я. 

4 ases se puedon dividir en dos mitados de (зү 

=3 maneras, y las 32 cartas restantes, de пул А 

Como estas particiones so pueden combinar ontro 

A 3-31 

sí de dos maneras, obtenemos gra formas do 

partición. 


167. 

El número de manoras es igunl a 5101. 
2.51 

165. 

945. 
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169. 
aant 


10. 
ros personas puedon repartirse 6 manzanas do Сї 
maneras; cada una de las frutas restantes puede 
tocarlo a cualquiera do los tres, y 
repartirlas de 3* formas. En total, se obti 
ЗС = 20412 modos de reparto. 


ДП 
Distribuyamos primero las manzanas. Como cada 
uno obtiene no más de 4, esta distribución puede 
etuarse, salvo posibles permutaciones, de una 
de las formas siguientes: 6 = 4 + 2 + 044 
ЧЕ Ез РЗ 0=3 42 4 12 2+. 
+2-42. Si las manzanas están distribuídas 
sogún ol esquema 4 -+ 2 + 0, habrá que escoger 2 
frutas más de entro б para el segundo, y entregar 
las restantes al tercero. Esto so puede efectuar 
do С} maneras. Teniendo en cuenta la, posibilidad 
de permutar las personas, se obticnon 3Í C$ formas 
de reparto. a el esquoma 4 + 1 + t, habrá 
que elegir 3 frutas para el segundo, de entre 
las 6 restantes (С} modos). Como dos personas 
tienen igual cantidad de manzanas, ol número 
de permutaciones de las personas es igual 
а Р (2, 1) = 3. Рог el ета зрео 
habrá que elegir nna fruta de entre 6 para el 
primoro y una de las 5 restantes para el segundo. 
Aquí tambión habrá 3 permutaciones de personas. 
Análogamonte se estudian los esquemas restantes. 
En total, obtenemos 


вО 4-3С3-- CIC] + 6CIC1+ CICL =000 
formas de distribución. 


172, 
Como 9=64-3--0=6+241 = 5 + 4+0=54 
+242=44342=3+3+3, obtenemos, al 
igual quo en el problema anterior, 
6[с}-++с}+с\с{-ЕС{сї+ СС] H 

+3 (C1C1+ CCI +C3C$ 19 068. 
maneras de distribución. 


173, 

Una Baroja se puedo repartir entre 13 jugadores 
de тру manoras (véase el problema 162). Si 
cada uno debo tener una carta de cada palo, 
para cada palo obtonomos una permutación 


280. 


de 13 cartas; como las permutaciones do los 
palos no dependen unas de las otras, obtendromos, 
en virtud de la regla de la suma, (13D* formas. 
En el tercer caso , un jugador puede езе 

carta de cada palo do 13% modos. Despuí 
las 12 cartas restantes de cada palo 


dividir en 3 grupos de qap тог, y todas 
las restantes, de түт modos, Estos grupos 


se pueden repartir entro 12 jugadores de 121 
maneras. Toniendo en cuenta que el jugador 
que, дома todos los palos puede ser escogido 
lo 13 formas, obtenemos para el tercer caso la 
respuesta yane 

GPE 


т 
4 cartas pueden ser extraídas, de una baraja 
completa, de Сё maneras. Exactamente 3 palos 
habrá en A: (СРР == 518 184 casos: escogemos 
el palo que falta y el que зо repite de 44 maneras, 
después de lo cual escogomos dos certas del palo 
quo so ropite do С}? modos, y de a una carta de 
otros dos palos de (С}З? modos. Exactamente dos 
palos habrá en C$ (CE) + ALCISCH = 81 120 ca- 
sos. En efecto, esto es posible si tenemos dos 
cartas de cada dos palos, o una de un palo y tres 
de otro. En el primor caso hay que escoger dos 
palos y dos cartas en cada uno de ellos, y оп el 
segundo, elegir el primero y el segundo e 
(aquí ya tiene importancia el orden de éstos) 
y después tomar tres cartas del primero y una 
del segundo, 


175. 
Dividamos las 13 cartas de cada palo según 
el esquema 3 + 3 + 3 + 4. Esto so puedo ofoctuar 


431 
de үг maneras. Los grupos de á cartas se pueden 


repartir entre los jugadores de4! formas, y los 
de 3 de cada palo, de 31. En total obtenemos 
(31)%41 modos de distribución de los grupos. Las 
cartas, a su voz, puodon sor ropartidas do 


E изе 
( E )‘а6%= йт 
formas. 


176. 


Distribuyamos а los participantes dol reparto 
en cierto orden, Después de esto, dispongamos, 


177 


do todas las formas posibles, 18 objetos en orde 
y dividámoslos en 4 grupos de 4 objetos cada 
no y { do 2 objotos, El grupo de dos objetos 
lo otorgamos a uno do los 5 participantes del 
reparto, dando los grupos restantes a los demás 
(ol primor grupo al primero; el segundo, al 
sogundo, etc.). Como el ordon de los elementos 
en los grupos по tieno importancia, se obtienen 
181 
Gaya] formas de герип. En cl segundo caso, 


481 


análogamento, obtendremos zpi; modos. 
177. 
р, par de elementos hay tres posibilida- 


ca 
des: en la elección pueden figurar dos, uno 
о ninguno del par. Por esto. la cantidad de elec- 
ciones es igual а 3 == 4 782 909. 


178, 

Las 4 esferas negras se pueden distribuir en 6 
paquetes de Cf maneras. Para las blancas y las 
azules tendremos Ja misma cantidad de formas. 
En virtud de la regla del producto, obtenemos 
(Ср? == 2 000 376 maneras. 


179. 


Análogamento obtenemos la respuesta С}Ср = 
=. ыл: 


180, 

Representemos cada partición del número л en 

sumandos en forma de un diagrama puntual. Si 
ramos a éste una columna de n puntos, 

obtendremos un diagrama para la partición dol 

número 2n en п sumandos. 


181. 


Estos dan, 
objetos elegidos, De este т 
puedo ofoctuar de СФ"? form: 
182, 
ш 

Do Р (2, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4, 1, 1)= gp mano- 
таз, 

112119 


ido, la elección se 


183. 

Podemos ocupar las casillas libres por fichas 
iguales y obtener una permutación de 48 fichas 
y,de las figuras indicadas en el probloma, El 
número de estas permutaciones es igual a Р (48, 


45524 ®, 804% = з. 


184 
Por el mismo procedimiento se obtiono la res- 
puesta Р (32, 8, 8, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 1, 1, 4, 4). 
185. 


Supongamos que so ban ocupado р casillas por 
fichas blancas y g por negras. Las 15 fichas blancas 
so pueden colocar en p casillas, de modo que 
fodas las casillas queden ocupadas, до City 
maneras, у las 15 negras өп q casillas, de CH4. 
Se pueden escoger р casillas para los fichas 
blancas y g para las negras de Р (р, q, 24 — р — 
= 9) maneras, Por eo, el número total de formas 
es igual a 


Y Р(р, 4, 24—р—4)С}® Cii p 
E 


donde la suma se toma por todos los p y g 
tales que 


1<p<5, 1<9<15, pHga 


186, 


Unamos еп un mismo grupo las casillas que 
se transforman una en la otra cuando el tablero 
so gira en 90°. Por hipótesis, las fichas ocupan 5 


de estos grupos, siendo el númaro total de ellos 
igual a 18. Por esto, tendremos Се = 4368 for- 


mas de distribución. 


487. 

Se resuelvo análogamento al probloma anterior. 
Hay CÌ} maneras. 

188. 

Ahora hay dos veces monos casillas, por lo quo 
tendromos Cif modos. 

189. 

En una mitad del tablero Бау que colocar 6 fichas 
blancas y 6 negras, sobro 10 casillas negras. 
Esto puedo efectuarse de Р (6, 6, 4) = стр 
modos. 


178 


quo escoger 12 casillas on una mitad dol 

, entre 16, y colocar on ellas fichas cuales- 
ога, ocupando on la segunda mitad casillas 
simétricas con fichas do color opuesto. La olec- 
ción do las casillas puedo ofectuarso de С}{ formas, 
y, la del color de las fichas que ocupan ostas 
12 casillas, de 21%. En total, so obtienen 28СИ = 


17 454 720 пега 

191, 

La posición de las fichas so determina por cuáles 
5 casillas do 7 d rimera fila horizontal 
ostán ocupa fichas blancas. Por esto, 
tendremos С} = 21 formas. 

192, 


. Las posiciones so dividon еп dos clases, según 
estó ocupada o no la casilla angular. Si éstas 
so hallan ocupadas, sobro la primera vertical 

la primera horizontal habrá 8 fichas más en 12 
las no angulares. Estas se pueden disponer 

495 manoras. Si las casillas angulares 
están libres, en las 12 no angulares de 
vertical y horizontal habrá 10 fichas. Se las 
puedo disponer de Cif = 66 maneras, En total, 
londromos 561 modos de distribución. 


193. 

Las 7 esferas blancas se puedon colocar en 9 hoyos 
de C}? formas. y las dos negras, de С}. En total, 
tendremos C{è.C}? = 289 575 modos. 


ente, so obtienen Ср (Cf)? = 521 235 


pueden distribuir entro А y В do 21% 
modos. En total, tendremos 21%C3Y formas dere- 
parto. 


190. 

Los В pasajeros so pueden distribuir entro los 
pisos de 4% modos. Entre ellos, еп 3° casos по 
saldrá ningún pasajero en un piso dado, en 2%, 


еп dos pisos dados, y on 1, on tres pisos prefijados. 
En virtud do la fórmula de inclusiones y exclu- 
siones, obtenemos la respuesta 4#— 4-3 -+ 
+ 6.2% — 4 = 40 824. 


197. 


Son posibles los siguientes casos: por 3 so dividen 
los рало Eng y ninguno de ellos. En el 


imer caso, los sumandos зе pueden escoger 
lo СЇ! maneras. En el sogundo, un sumando da 
сото resto 1 y el otro, 2. Como hay 34 númoros 


y 

del í al 100 que dan 4 como resto, 33 quo so 
dividen por 3 y otras tantas quo dan como resto 
2, en el segundo caso tendromos C} (CI) formas. 
Si ninguno do los tros sumandos so divido por 3, 
éstos darán como resto 1, 1 y 1, o bien 2, 
Correspondientemento, obtenemos С} о С caos; 
En total, habrá 2099 + C + CH (Ср! = 53922 
modos do elección. 


198. 


El problema so rosuolve өп forma análoga al pro- 
cedente. La respuesta será 


зор =- (823042). 


199. 
Si se han colocado р esforas blancas. los hoyos 
ocupados so puedon escoger de СЗ»! formas. 
Luego, quedarán п — р + { hoyos para la 
esfera negra у, además, se puedo no colocarla 
en absoluto. ©Мепетоз а 

bilidades. Por esto, la respi 
л 


| 
У M-»+3 Сн Secr Seg. co- 
“ 


A a 
1 

mo Ў.с = qariy ср 4—1 (véso el 
És e 

problema 40а), obtenemos la respuesta 


(2+ 2) 04 — 1. 


NBNB.. . 
т pares en cada conjunto. Pero m esferas 
se pueden distribuir entre г conjuntos no vacíos 
de C73 maneras. Para las esferas . tondro- 
mos Сус} modos, habiendo en total 2Сйз1С}-}. 
Análogamento se deduce que 2r contactos habrá 
en CAICARA СРСР casos. 


íI— —_MMM¿MM 
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201, 
Soa А (т, n) el número do formas do obtener m 
punios on п exámenes (sin obtener, además, 
ningún #25). Bntoncos queda claro, quo А (30, 8) = 
кз А (25, 7) + А (26, 7) + A (27, 7), віс. Con- 
tinuando la di de varios 
pasos зе ори 


'minución de m, al cal 
ө la respuesta 784. 


202, 


Escojamos primerament los n objetos que queda- 
rán en sus lugares. Esto so puedo hacer de Су+"® 
modos. Los т objotos restantes se permutan do 
forma que ninguno quedo en su lugar. Esto so 
puedo efectuar de Da maneras (véase la pág. 47). 


En total, tendremos ЁТЕ р, formas, 


203. 
r objetos se pueden distribuir entro п + р perso 
nas de (n -+ р)” maneras; aquí en (п + p — 4)" 
dada no obtendrá ningá 
2)", dos personas da 
etc. "Aplicando la fórmula 
de inclusiones y exclusiones, se obtiene el resul- 
tado que queríamos demostrar. 


204. 

La primera columna de la partición de 2r + z 
en r+ z sumandos diferentes de cero contiene 
r-+ 2 elomontos. Eliminándola, obtenemos un 
diagrama de la partición de r ёп sumandos no 
nogativos. 


205. 
Como cada uno puedo votar por cualquiera de las 
n personas, tendremos пт formas de votación. En 

ido caso, hay quo dividir n votos entro п 
candidatos, соза quo puodo efectuarse de Сїт! 
maneras. 


200. 

Supongamos que el número „2n está dividido 
еп tres partes del modo requerido: 2л = a + ò -+ 
+ с, siendo а <b <c. Entonces aysi, pues 
en caso contrario tendríamos que b + с = 2л — 1, 
por lo cual sería 6 < e, cosa que no puede ser, 
ya que b+ 4 >> е. Adomás, a +b>e, y los 
números a-+ 5 y е tionon igual paridad. En 
consecuencia, a + 3 > с + 2. Pero entonces los 
números а — 1, 5—71, е — 1 forman una par- 


tición*do 2а — 3, siendo (а — 1) -+ (b — 1) > 
> е — 1. Con esto so estableco una correspon- 
dencia biunívoca entre las particiones de los 
númoros 2л y 2n — 3. 


207, 
Se desprendo de la igualdad 

й+а+о +..=т-!, 

208, 

Supongamos que el, primero obtuvo, = objetos 
tcl primer tipo, y del segundo у z del torcoro. 


а 
Барса sorá к у + 22055 con a paro: 
ridad do que Ò <>, y, а < 2n. Do esta forma, 
hay g Fallar S1 mdmero de” soluciones de lá 
ecuación z-+ y + 2=3n on entoros positivos 
que no superen 2л. Sí зе climinan las condi- 
ciones z < 2n, y < 2n, +<2n, el número de solu- 
ciones es igual al de manoras do dividir 3n objetos 
iguales entro tres personas, es decir, a са 

jallemos ahora la cantidad de soluciones en las 
que = > 2л. Esta es igual al número total de 
soluciones, en enteros no negativos, de las ecua- 
ciones y H2=k, Ор еп, es decir, a 1+ 
+24... а) En ol mismo número 
de soluciones será y > 2л y z > 2n, Eliminándo- 
las, obtenemos 3a? + Зп Y í soluciones. 


209. 
El problema se resuelve análogamento, So obtieno 
ms 


opta Y ACA лса 
o 


e (2n +1) (8248043), 


210, 

Como las partes son indistinguibles, las solu- 
ciones z, y, з y 2n— z, 2n— y, 2n — z do la 
ecuación z+ y+ z= 8n ве identifican. Una 
solución, precisamente, la z= n, y = n, т=з n 
зе identifica еп esto caso consigo misma, y las 
demás, con soluciones difarontes de ollas. Por 
esto, la respuesta tieno la forma 


3024 3л 
ке 


12, 


180 


Análogamente se considora el caso on que haya 
Objetos de 4 tipos. 


Jar el número de soluciones 
ión z -+ za 


ета. < 2л 
eliminan las limitaciones 


cuales гү > 2n, Esto es igual al número total 
de soluciones de todas las ecuaciones 


tast.. ате, 
dondo 0 << mn—2n—4, es decir, a 


ms 
Y areae, 
Š 


Otras tantas solnciones existen, para las que 
ту > 2n. ete. En consecuencia, hay que eliminar 
CpCmnym-sm-a soluciones. Aquí algunas solu- 
ciones (precisamente, aquellas para las cuales, 
digamos, z, > 2n y z> 2л} so eliminan dos 
veces, Aplicando la fórmula de inclusiones y exclu- 
siones, se obtiene el resultado que se quería 
demostrar. 


м2. 
De 231 formas. En lo que respecta а la resolución, 
véase ol problema. siguiento. 


213 
а Zi Za, тз lu cantidad do objetos del primer 
tipo la de los del segundo, que 
ol з personas А, B y C respectivamente. 
Entonces tendremos las ecuaciones zı + z3 + 
+. zime n ө qa + y+ шу == п, debiendo cum- 
liso las condiciones ту уь < m 1 Ест. 
1 so eliminan las limitaciones ay + Ya < A, 
4 <k < m, obtendromos C°? soluciones de la 
Primera ecuación y Ср"? do Їз segunda, habiendo. 
Sn total (Сн soluciones, Aquí el Súmero de 
Soluciones para las ou viola la condición 
ж tu Сл es igual а la cantidad total de 
Soluciones enteras no negativas de los sistemas 
de ecuaciones ту -F z= т, ya + Ya s donde 
O£r<m0<s<nyr+s<»n. El sistoma 
заат уу-у == е teno (r+ 106 1 
Soluciones enteras no negativas. Por esto, el 
húmero total de soluciones de nuestros sistemas 


n-i 
Ў Ў (+06+0= 
=з 

mt 


-4 Y 400 (n—s+1)= 
— 


n-i 
= J eop aor 
= 


(véase la pág. 38). Otras tantas soluciones no 
satisfacen las condiciones 22+y:<n y 297 
+13 <n. Eliminóudolas, obtenemos 


(ra 
soluciones. Para 


214. 
9 personas se pueden intercambiar de lugar de 91 
formas. Hallemos en cuántas permutaciones 3 
ingleses estarán sentados juntos. Todas estas per- 
mutaciones se obtienen de una de ellas inter- 
cambiando entro sí a los ingleses (hay 31 modos), 
qa los б franceses y turcos у el grupo de ingleses 
(son 71 formas). En total, so obtionen 31 7Í per- 
mutaciones. En el mismo húmero do éstas estarán 
sentados juntos los tres franceses, y en otras 
tantas, los 3 turcos. Ahora bien, en (3 51 
utaciones estarán juntos los ingleses y los 
;nceses, y en (31)%, los ingleses, los franceses 
y los turcos. Según la fórmula do inclusiones 
y exclusiones, se obtiene la respuesta 


91—3:3171--3 (51у 51—(8))4= 283824, 


215, 
El número total de permutaciones os igual a 91 
Mallemos la cantidad do éstas, en las cuales 
dos ingleses dados estén juntos, Si los unimos, 
obtendremos permutaciones do 8 objetos. Pero, 
además, podemos intercambiar el asiento. do uno 
con el del otro, Por esto, en total tendromo: 

permutaciones. Además, dos ingleses dados 
pueden elegir de СД modos, y en total, tenemos 
tres nacionalidades distintas. Por esto, о] término 
correspondiente. de la fórmula do "inclusiones 
y exclusiones es igual а 3CP2181. Hallemos ahora 
en cuántas permutaciones estarán sentados juntos 
dos ingleses dados y, además, dos franceses 
protijados. Si unimos en un par a los compatriotas 


5, tendremos 231 soluciones 


181 


que están sentados juntos, so obtienen 7 objetos 
A permutar. Además, se pueden cambiar de lugar 
los compatriotas vecinos. En total, tendremos 
IEO permutaciones. Pero también dos pares 
іо compatriotas pueden ser escogidos do (С)? 
maneras, Por esto, el sumando correspondiente 
de la fórmula de inclusiones y exclusiones es 
igual a (C3)* (21271. Luego se estudian los siguen- 
tes casos: juntos están sentados 

а) tres compatriotas, 

D) dos representantes de cada nacionalidad 

©) tres ropresentantes de una nacional 
y dos de otra, 

d) tres representantes de una nacionalidad 


y, tres de ot 
8), tres representantes do una nacionalidad, dos 
le otra y dos de la tercera, 


ога 

f) tres representantes de una nacionalidad, tros 
do otra y dos de la tercera, 

g) tres до cada nacionalidad, 

Aplicando la fórmula de inclusiones y exclu- 
siones, obtenemos la respuesta 


91—9:21814-27 (21)271-3:3171—(21261— 
—18-3121614-3 (31)? 514-27-31 (218 51— 
—9 (80% 21414 (31), 


210. 


Este problema se resuelvo en forma análoga al 
anterior, pero se calcula do otra manera el número 
de permutaciones en las que los compatriotas 
dados estén sentados juntos. Dos ingleses se 
pueden sentar juntos do 219 maneras, después 
de lo cual se puede sentar a los restantes do 71 
modos. Si se toman dos ingleses y dos francesos, 
el número do formas de sentado, en las que estos 
compatriotas estarán juntos, са igual а (29-81 
Precisamento, podemos escoger de 9 maneras los 
lugares para 'los ingleses, después de lo cual 
зо unen en un par los dos franceses y se toman 
todas las permutaciones posibles de este par 
y las $ personas restantes. Teniendo en cuenta 
la posibil lidad de cambiar de lugar tanto a los 
ingleses que están sentados juntos como a los 
franceses vecinos, obtonómos el número indicado 
de permutaciones. Las posibilidades restantes 
so estudian análogamente, En total, obtenemos 


91-—9-219-71-+27 (21)29-614-3-319-61— 

— (21)? 9-51— 18-3! 219-5143 (31)? 9-41 4 
+27-3! (21) 9-41—9(31)? 21 9.31 4- (31)9 9-21 

formas. 

ма 124104 


217. 
Designomos el múmero de formas do pegar las 
Cptawpillas por una suma do Y kopeks medianto 
Р (N). Dividamos estas formas on , оп 
correspondencia con el valor de.la última estam- 
pilla. Obtendremos así la rolación de recurroncia 
FW) =P (N—5)+F(N—10)4 
+F(N—45) + Р (N 20). 


Utilizando esta relación y la igualdad Р (5) 
se obtieno que Р (40) = 108. 


ив. 
Sea P (na -o sgi N) ol mámoro de formas do 
pagar una suma de А kopeks en monedas de 


ти)... Mk. Entonces, tieno lugar la rel 
de recurrencia 


F (nis cs ты; N)=F (л... Pin Nj 
FE (Mas... п N— nm) 
(véase la pág. 09), Utilizando esta. relación 


y otras análogas, se halla que Р (10, 15, 20, 50; 
100) = 20. 


219. 


Mediante una relación de recurrencia so obtiene 
que el problema posee 4 soluciones. 


220. 

La Ша puede сомепег 3, 2 6 4 esferas negras. 
Si contiene 3, la cuarta esfera se puedo elegir 
de tros formas, intercambiando luego las 3 esforas 
negras у una de otro color de P (3, 1)=4 mano- 
ras. En total habrá 12 modos. Análogamonto, 
so toman 2 csforas negras se obtienen 
CIP (2, 1, 4) = 36 posibilidades, y si se toma 
154 posibilidades, En, total, se "pueden formar 
12+ 30 + 24= 72 filas. 


н. 
El número do estas represent: 
al do particiones do л 

no vacíos, es decir, a Ср 


222, 


Hallemos primeramonte cuántos ceros serán neco- 
sarios para escribir todos los números del f al 
999 999. En el último lugar habrá un cero on 
90 099 números (10, 20, ..., 999990); en ol 
segundo, оп 99990; оп el tercero, en 99 900, 
ste. En total, endremos 90 999-+ 99 990 + 


iones es igual 
feras iguales en 3 grupos 


+. 99 900 + 99 000 -+ 90 000 = 488 689. El 
númoro total de cifras es igual а 9+ 2:90 
+ 3-900 -+ 4.9000 + 5-90 000 + 6-900 000 == 
«э 5 888 889. Como todas las cifras, a excepción 
del cero, figuran igual cantidad de veces, cada 
una do ellos figurará 


5888899458889 500000 veces. 


223. 
Elijamos primoro los lugares en los 
Та cifra 3 (cosa que puede efectuarse de 
ras); Después, coloquemos en los 8 lugares restan- 
tes las cifras å 6 2, lo que puedo hacerse de 27 for- 
mas, En total, so obtienen 2#С{? = 41 520 modos. 
La suma do las cifras de cualquiera do los 
números escritos está comprendida entro 8-1-+ 
+2 8.2 + 2.3 = 22. Por омо, 
si ol número ве divide. por 9. la suma de sus 
cifras debo ser igual а 18. Por lo tanto, las 
unidades y los 42» tienen por suma 12. Esta 
зе obtiene si se toman 4 unidades y 4 «2. Así 
pues, nuestro número contiene 4 unidades, 4 
y 2 «3. Con estas cífras se pueden formar 


101 


z 


Р@, 4, =g 3150 
números distintos. 
224, 


Supongamos que los números a y 5 forman 
una inversión en una permutación dada. Si los 
cumbiamos do lugar, obtondremos una permu- 
tación nueva, en da que éstos ya по formarán 
invorsión. Tenemos л! permutaciones, en cada 
una de las cuales so pueden olegir de Ср modos 
los números a y b. En la mitad do los casos estos 
números formarán una inversión. Pos consiguiente, 


ol número de inversiones es igual a т 


225. 
El número л so puedo representar de Су"! = 
EE maneras como suma do tres sumandos 


entoros positivos (considerando distintas las repre- 
sontaciónes que во diferencian en el ordon do los 


sumandos). Entro éstas, on z, para п par, 


y on 252, рага n impar, representaciones dos 
sumandos son iguales, Además, si n se divide 


por 3, existe una representación en la que 
tres sumandos serán iguales. Aplicando la (би 
de inclusiones y exclusiones, se obti 

dificultad 1 número 


sin=6k+1, 


3а+2 
2 


si n=6k+2, 


Si no se tiene еп cuenta el orden de los ѕцшап- 
dos, se obtienen 6 veces menos representaciones. 
No es difícil comprobar quo las oxprosiones quo 
se obtienen en este po о эц otra cosa que 

л%—6п--12 
la parto entera do TEREE para los valoros 


correspondientes de n. 


228. 

El número 12n-+-5 so puodo ropresontar do Ст. 
maneras en forma de cuatro sumandos (comsido- 
rando diferentes las representaciones que so dilo- 
rencien en el orden de los sumandos). El númoro 
do ropresentaciones en las que = = y os igual al, do 
soluciones de las ecuaciones 2z + z + == 12n efje 
+ 5 en números ontoros positivos. Сото la ocua- 
ción z + t= 12n — 2k + 5 tiene 12n — 2k + 4. 
soluciones entoras positivas, ol número 'total 
do estas soluciones os igual а 

“м 

$ @24—2#--4)= (бл-Е1) (Gn 4-2) = 209+, 


КЕ 
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El númoro de soluciones en las que z = y = z 
es igual al do soluciones de las ecuaciones 3z + 
+ t= 12n + 5, ов decir, а 4n + 1. 

Hallomos еп cuántassoluciones haysumandos 
mayores que 6n-+2. Sea z= k> Ва 3. 
Entonces, será y+ z+ t= 12n +5 — k. Pero 
el número 12n + 5 — k se puedo representar de 
С}?®44—®* formas como suma do tres términos 
enteros positivos. Por esto, habrá 

1242 

срна оча 
һб 
soluciones, рага las cuales sen z > бп + 3. Como 
оп lugar de x se puede tomar cualquier sumando, 
tondromos С?з" — АС "#3 soluciones, en las que 
todos los stimandos по superen Ôn + 2. 

Ahora hion, el número de soluciones de la 
ecuación 2z + z + t = 12n + 5, para las cuales 
жа ® > On 4-3, es igual a Эл (3n + 1) 2030, 
Por esto, el número de soluciones en las cuales 
z= y y todos los sumandos no superan On -+ 2, 


es igual а 2[C3"+2 — 2C3 +1], Como on lugar 
de z ө y so puedo tomar cualquier otro par de 
lotras, la cantidad total de soluciones en las 


que dos sumandos son iguales y todos éstos по 
superan бл + 2, es igual a 


aa 


Por último, el número do soluciones de la 
ccuación 3z + ¿=42n + 5, para las cuales £ > 
> бп + 3, оз igual а 2л. Рог esto, el número 
fotal de soluciones en las cuales tres sumandos 
son iguales у todos ellos no superan бл +2, 
es igual а 4 (2 + 1). 

Si so desechan de todas las representaciones 
aquellas en las que coinciden dos sumandos, las 
representaciones en las que coincidan tres serán 
eliminadas tres veces. Por esto, en la fórmula 
de inclusiones y exclusiones hay апе multiplicar 
el número de éstas por боз, En total, so obtienen 


йн асрар 20h og aci 
+8 (214-1) = 120 (1208 +3n—4 


represon tacioues, en las que todos los suman- 
dos son distintos, 


TO 


1)= 
=12n (m44) 


ropresontaciones que contienen cxactamente tres 
sumandos diferentes, y 4 (2n + 1) еп las que 
hay dos sumandos diferentes. 


Dividamos todas las ropresentaciones en clases, 
tales que dos de una misma clase so diferencien 
entro si sólo en el orden de los sumandos. Entonces 
las representaciones del primer tipo se dividirón 
en clases formadas por 24 olementos; las del 
segundo, por 12 elementos, y las del tercero 
por 4. Por esto, la cantidad do particiones dol 
tipo exigido es igual - 


+ (12024+3n—4)-+n (9n+4) 2841 


= =p (42n9-+9n+-2). 


227. 
En el proceso до resolución del probloma anto- 
rior, hallamos que el número. do representaciones 


en las que todos los sumandos son diforoñtos 
es igual a 12n (12n? + За — 1). Como ahora no 
tenemos en cuenta el ordon de los sumandos, 


se obtienen gim + За — 1) particiones. 


Ёз. 

Cada gresión geométrica se determina г 
el peinar término y 1а razón 9. Si la ае 
croce, se debe cumplir la desigualdad ag? < 100, 
de dondese deduce que a < . Por consiguiente, 
el número de progresiones crecientes de tres tér- 


minos con razón q es igual a E ( . El número 


total de progresiones será igual a 


[a (8) (T) 
-+E (40) ]=10 


(el factor 2 está ligado u que una misma terna 
le números se puedo considorar tanto como 
progresión creciente quo como decreciente). 


229. 


De la hipótesis del problema so deduce que es 
posible uno de los siguientes tipos do disposición; 
FiTiFiTiFiTiF, o bien TiFITIFITIFiT. En el 


1 
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primor tipo, habrá que dividir 7 franceses еп 
4 grupos mo vacios (cosa que puodo hacerse 
de С} modos), 10 turcos en 3 grupos no vacios 
(hay С} maneras), después colocar estos grupos 
ón ordon en los lugares respectivos y permutar 
de todas las formas posibles a los compatriotas 
entra sí, So obtienen 6171101 СС} formas do dis- 
posición, El segundo tipo de disposición da, por 
el mismo método, 61 71 101 C$C3 maneras do 
disposición. En total, so obtienen 


61 71 401 [C4C3-+C4C$]=01 71.101 4980 
soluciones. . 


230, 
Análogament 
51 71 101 1080 soluciones. 


231. 

Los dos números buscados se diferencian entre sí 
рог los factores a%, bP, с?, 4%, cada uno de los 
cuales figura en uno de los "númoros y en el 
Otro no. Como 4 factores pueden distribuirse 
entre dos números de 2*= 16 maneras, el pro- 
blema tieno 16 soluciones. Si no se tiene en cuenta 
el orden de los números, tendremos 8 soluciones, 


23; 
Los números buscados tienon la forma GA y СВ, 
siendo A y B divisores del número ас. Este 
A N= (a + 1) (B + 1) (y + 1) X 
X (8 =p 1) divisores (véase el problema 67). Por 
esto, A у В se pueden escogor de СЇ +! formas, 
Si no so distinguen los pares (GA , GB) y (GB, GA. 
y N? si estos pares зе diferencian, 


233. 

Existen C} agrupaciones en las que todas las 
letras son distintas, СС» on las que coinciden 
dos letras, оќо. En total, obtenemos 


CPH CPCI +срс\+-+сї 146 400 
agrupaciones 


2%. 

Las permutaciones buscadas comienzan por v 
letras а, después de las cualos va una lotra 
y después las letras pueden estar en cualquier 
orden, Si al principio hay № letras æ y una $, 
las letras restantes se puedon pormutar de Р (р — 
— k, q— i,r) formas. Sumando con respecto 
a kde 1 а р, se obtiene que ol número do per- 


al problema anterior, ве obtienen 


mutaciones buscadas es igual a 
Ў (р+е+т-®—)! _ 
(р ЮГ ИА 
а 
» 


a 


het 
Pero 

р, 

3 онтон, 


Por esto, tendremos Сў*т-ЇСр#{*т-1 — permutas 
ciones. 


235. 


Los números que expresan las longitudes de las 
franjas de cada color forman una representación 
del número 10 en forma de suma de términos que 
toman valores naturales del 2 al 10, teniendo 
importancia el orden do los sumendos. La canti- 
dad do tales particiones en # sumandos es igual 
al coeficiente do 279 en el desarrollo do la expr- 
sión 


Eata (са 
анау 


„ез (pi O o.) 
х (++ ка + азаа ‚+ 


ppt BED (ED an 


í so halla do inmediato que 
¡ciento buscado es igual a 1, 


сок 
misma 
color р :ombinarse arbitrariamente, so obtio- 
леп 19 4. 79 4 159 + 10% + 49 =4720. maneras 
de pintado, 

Quitemos ahora la condición de quo ol último 
color эса azul, Si el pintado termina por el rojo, 
ésto se encontrará una voz más que el blanco 
y el azul. En este caso, ol número de formas 
esigual а 1 + 7.43 4 15.724 10-153 ~ 1-10! 

093. Anslogamonto, si ol último color ез 
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blanco, el número de maneras de pintado сз 
igual а 424724 + 192.7 4- 102.45 + 15-10= 
= 3135. En total, tondromos 10 948 modos. 

Si ninguna franja es menor de los 3 cm, el pro- 
bloma so reduce al cálculo del número de repre- 
до k números 


Veces, por el rojo 1 -+ 5-1 
y рог el blanco 1° + 5.1 


+58 = 8 voces, 


236. 
Como yo he almorzado una vez con todos los seis 
amigos, y con cada cinco dos veces, he almorzada 
una voz con cada quinteto de amigos en ausencia 
del sexto, Pero entonces almoreé 3 veces con 
cada cuatro (dos almuerzos do a cinco y uno 
de а seis), con cada três, 4 veces, y con cada dos, 
5 veces. Соп cada amigo me encontré en estos 
almuerzos 7 veces. En consecuencia, be almorzado 
una vez con cada amigo, estando los dos solos. 
Cada amigo no estuvo en б almuerzos (en 5 de 
a dos y en 1 de a cinco). Como зіп cada amigo 
ho almorzado 8 veces, habré almorzado solo 2 
veces, Ў 


12 alumnos pueden establecer una cola, а cada 
examinador de 121 maneras, у a доз de ellos, 
de (1217), Aquí en CI*-141 casos рог lo menos 
un alumno deberá responder a la vez a ambos 
examinadores; on С{2-101 casos esta suerte la 
correrán dos alumnos, ctc. Aplicando la fórmula 
do inclusiones y exclusiones, se obtiene que 
ol número de formas razonables de distribución 
es igual a 


1 4,1 4 
(aya er +]- 
== 121.476 214841, 

238, 


Anólogamente se obtienen las respuestas 
1 [зг ег] ово 


у 
(al 


CIA] (Аф? 40348 (А2 — CSAR (41+ 
+0143 (ADO CIA? (AP)? +44. 


239, 


aros. Haga 
кыл рын 1ш E 
у ү? = е, Yi = cal: Entonces, tendremos permu- 
taciones do los 6 еїотаелїоз аң; аз, bi das c, сз, 
cuya cantidad es igual a 720. Pero estas permu- 
taciones se dividen оп grupos que зе diferencian 
entre sí por las permutaciones de los elementos 
a, Y аз, da y ba а y сз. En cada gropo figuran 
8 pormutaciones, y todas ellas corresponden a una 
misma era de letras до la oxpresión 
aptyt. Por lo tanto, el número de permutaciones 


de letras de esta expresión es igual a -= 90. 


Consideremos, por último, Jas permutaciones 

de las letras de la expresión 25] . Si hacemos 
Un momento ai= а, 09 as 

== ы, =e Y=c сайа permuta 
admisible de letras de la expresión ae! 
una permutación де las letras ay, а, bss das е сз. 
Pero algunas permutaciones do"cstas letras dan 
una misma permutación de las letras а, B, Y- 


Por ejemplo, ayazbicabaci У jbycabacy дап 
aey tyt. Esto tione lugar sí algún par de letras 
(а, as), (би, ba) 6 (а, ca) está junto. Las lotrus 


ay y os estarán juntas en 2:51 permutaciones, 
al igual que las (Bj, 5:) y (с, ca). Las letras 
de los dos pares (а, 42) y ba) estarán juntas 
en (210440 permutaciones (al igual quo las де los 
paros (an aa), (ага) (м, Bah (оер), Por 
último, los tres pares estarán juntos en а 
48 permutaciones. Sogún la fórmula de inclu- 
ue en 61 — 6 X 


siones y exclusiones, se obtict 
X 5I + 3 (2192-41 — (211991 = 240 permutaciones 
ningún par de lotras estará junto, en 
342-51 —2 (21)? 41- (21)? 31] == 288 
mutaciones, exactamente uno do los paros 
letras (aj, а), (04, ba) (Cn са) estará junto, 
yen $ 
3121) 41-— (2)? ЗП = 144 


+ Por un momento no ве toma en cuenta que, en reati- 
бай, а = on 5 = by y е зс 
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ostarán juntas las letras de дов de estos pares 
exactamente. Do aquí so deduce qué el námero 
buscado de pormutaciones de las Letras а, р, ү 
os igual a 

288 м | 48 
norieta тт 


(8i Jas letras a; y as están juntas, su pormutación 
no" cambia el orden de las letras о, В, y). 


240, 
Dividamos primeramento a los jugadores de cada 
país en pares ordenados, Para cada país, esto so 


puede efectuar do 27 == 42 formas (ol orden de los 


propios pares ло tiene importancia). En total, 
so obtienen 12n modos do partición. Los pares 
so pueden permutar entre sí de (2л)! maneras. Por 
esto, la cantidad total de permutaciones adı 
sibles es igual а 129 (2n)!. 


21. 

La primera fila horizontal se puede pintar de 8! 
modos. Cada horizontal siguiente debo pintarse 
de forma que el color de cada casilla so diferencie 
de la que se halle debajo de ésta. Esto se puede 
efectuar de x 


азге r] 


maneras. En virtud do la regla del producto, 
se obtiene que el múmero total de formas de 
pintado es igual а 8114 839). 


212. 
Do objetos distintos se puode efectuar una 
olección do 2" formas (en ósta pueden figurar 
O, £, г. п objetos). Después de efectuada esta 
elección, agroguemos los objetos que faltaban, 
de los п iguales, Tendremos, por esto, 25 formas 
do elección. El número do pormutaciones do todos 


los2n objetos os igual а =>. 


243. 

Еп cada pormutación admi 
¡sos como los franceses ostarán dispuestos en gru- 
pos, formados por no menos de dos porsonas. 
Además, el número de grupos de fraceses so dife- 
ronciará dol de los ingleses no en más que £. 
Calculemos de cuántas maneras se pueden divi- 
dir n'ingleses en р grupos ordenados, de forma 


lo, tanto los inglo- 


que cada uno contenga no menos дө dos personas. 
Para esto, hay que disponerlos on algan orden 
(de л! maneras), tomar Juego el segundo, ol ter- 
cero, . .., etc. hasta el intervalo n — 2 y colocar 
en ellos р — 1 stabiques», de forma que no haya 
dos separadas por un solo elemento. Según los 
resultados de la pág. 60, esto so puede hacor 
de Cp=p"1 maneras. Еп total, tendromos ni CpzP-t 
formas. Análogamente, m franceses se pueden 
dividir en з grupos del tipo indicado de т!С ү! 

Estos se pueden combinar entre sí por 


los siguientes métodos: 
D ingleses y p — 1 do franceses, 
b) р gruposdo ingleses y р de francosos, estando 


primero los ingleses, 
с) p grupos de inglesesypdo franceses, estando 
los franceses primero, 
d) p grupos de iugloses y p + 1 de francosos, 
Por consiguiente, el número total de formas 
se expresa por la fórmula 


mind 2 (60-20024. OR 

OS CCT 

ET REN 
+00—401—24 


л. 


Abriendo paréntesis en la fórmula do la pág. 147, 
se obtiene el mismo resultado. 


244. 
Hallemos primero la cantidad do números en las 
que no figura la cifra cero. Las tros cifras de 
oste пішого se puedon escoger de С} == 84 formas. 
ifras so pueden formar 3 пйтетов de sols 
dos, 2, y de una, 1%. En virtud do la 
fórmula do inclusiones y exclusiones, existirán 


PCIA Cm м0 


números do seis cifras, on las 


que figurarán 


las tres que escogimos. Por esto, |а cantidad 
total de númoros do los quo figuren 
nte tres distintas de cero, es igual 


a 84.540 = 45 360. 
Si en el número figura el coro, hay que escoger 
otras dos cifras de éste. Esto se puedo hacer de 
C$ = 30 maneras. Supongamos que, por ejemplo, 
Jogidos el, el 1 y ol 2, Entonces la priz 

mera cifra del número debo ser 1 ó 2. Si, por 
ojemplo, la primor cifra es 1, las cinco restantes 
pueden ser cualesquiera do las 0, 1 6 2, con la 
¡ón de que entro ellas se encuentren el 
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0 y ol 2, En virtud do la fórmula de inclusiones 
y exclusiones, se obtiene que estas cinco cifras 
pueden ser elegidas de 


30 С}25-1-1% 180 


modos: Pero entonces, ol número total do números 
do seis cifras, formadas por las 0, 4, 2 y qu 

n а todas las tros, os igual a 2.180 == 360; 
hábrá 30-380 == 12 960 números де seis 
formadas por tres, entre las cuales hay 
. En total, se obtiene 45 360 + 12 960 = 
= 58 320 números. 


285, 
Igual que en el problema 244, obtenemos la res- 
puesta 

CR pema СА (ут С (Е—2ун—... 


НС ААС Ира) CR ча 
=A рн Сђ ea... 
cc ита. 


в. 
Designemos el número total de arreglos de este 
tipo mediante ГЇ), Estos arreglos se dividen 
en dos clases. A la primera pertencerán los quo 
comiencen por 1, y a la segunda, todos los domás. 
Si el arreglo ompieza por 1, restemos do todas 
Jas cifras que figuran en ésto 1, у climinemos 
el cero que se halla delante (por ejemplo, el 14 589 
se transforma aqui primero en el 03 478, y des- 
pués, en el 3478). Se obtiene entonces un (k — 1)- 
arreglo del mismo tipo, pero formado por los 
números, 4, 2, ...., n— f. Por esto, el número 
de arreglos de la primera clase ез igual a СОАТ 0), 
Cada arreglo de la segunda close comienza. por 
un número mayor que 4. estemos 2 de todas 
las cifras do osto arreglo. Se obtiene entonces 
тп Warroglo del mismo tipo, en el cual figuran 
los números 1, 2, 2). Por osto, el 
húmero de arreglos do la segunda clase es igual 
a ТА. De este modo, tiene lugar la fórmula de 
recurrencia 


M) ma PAI) т 
тегү 0а. 


Hagamos Р? СУ, donde к=к (pt 
Tendremos entone 
PEPHER mN HON 


АД 


Ое osta forma, los пбшогоз Р{#) satisfacon la 
misma relación de recurrencia que los ГО). 
Demostremos аһога que FP = TH у que 
Fife, = ГУ. Para esto, obsérvese que los números 
. 2, . .., n во puedon disponer. de una manera 
única en orden creciente. por lo cual P = 1 = 


= Ch = Ру. A partir de los números l, 2,.. 
«n n$ Ё también se puedon escoger de u 
manera única н en correspondencia соп, las 


condiciones planteadas, Por esto, también sorá 
Ter = 1 =з CR == Р. Do-lo domostrado so 
deduco quo para todo" y æ tendrá lugar ln igual- 
A 


siendo, recordemos una vez 
n4k 
(3. 


más, N=EX 


247. 
Los elementos dados so pueden pormutar de ] 


РРР 


maneras. Hallemos en cuántas permutaciones los 
elementos de k pares dados so hallarán juntos. 
En éstas so puedo unir а los olomentos juntos 
de un mismo par. Obtenemos ontonces una por- 
mutación de k olemontos diforontes y de los 
que —portenecen а п — k, pares. El número 


dl tales permutaciones es igual а 2207, Como 
k paros pueden ser escogidos do CR maneras 


según la fórmula do inclusiones y exclusiones. 
se obtiene que en 


L _ qn en 21-2) 
А 7 Zip +43 es 
HI) см 


permutaciones во habrá dos elementos igualos 
Juntos. 


248. 


En forma totalmonto análoga al problema ante- 
rior, se obtiene la respuesta 


(нї on dnai y „(т—2у+2И 
жї бте а eE... 
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29. 
(а)! 

L 
os elementos dados se pueden permutar do 7 
maneras. Calculemos en cuántas pormutaciones 


los elementos de k conjuntos dados de q elementos 
estarán juntos. Tomemos uno de estos conjuntos. 
Sus elementos se pueden colocar juntos en la 
circunferencia do gn maneras. Después йо ubicados 
éstos, unamos los elementos de cada uno do los 
k — 1 conjuntos restantes y consideremos todas 
las pormutaciones posibles do los k — 1 nuevos 
olomentos obtenidos y de los (п — k) g restantes. 


(ап 


El número do éstas es igual а 


siendo fácil apreciar que a cada una de estas por- 
mutaciones le corresponde su disposición de ele- 
mentos sobre la ciremaforencia. Por esto, el núme. 
то de permutaciones en las que los olementos 
de k conjuntos dados estén juntos, es igual a 
а ФЕ-Е—3)1 Como los propios conjuntos 
A ч 

so pueden escoger de CF formas, se obtiene, en 
virtud de la fórmula de inclusiones y exelusio- 
mes, que la cantidad de permutaciones busca- 
das es igual a 


С (9)! 
m[ A + 


A a] 


250. 


Agroguemos а cada libro escogido los а que lo 
siguen. Entonces habrá qu les А de 
entro n — ps. Esto puedo hacerse do Сү. 


-Ps formas. 


28. 
Si la diferencia de la progresión es í 


y el número do participantes do la olim 
do la 5% claso, а a, los promios pueden ser distri- 
buidos: do AJAJAJ, . . 43% modos. Si 


en cambio, se otorgan todos los premios а los 
alumnos de la 403 clase, se los podrá distribuir 
de 4825 formas. La igualdad 


ААА... Ags 
so desprondo de la identidad evidonto АА + = 


=. 


252. 
Para resolvor cl problema hay quo considerar 
los segmentos y los cruces de distintas posiciones 
y ¿slcular el número de caminos que pasan por 

os. Por jomplo, por el segmento ЕР (lig. 30) 
pasan 18 caminos {C} = 8 conducen del punto 
A al Е y С}= 6 conducen del Р al C), Por el 


Fig. 36. 


unto E pasarán 30 caminos: do A a E conducen 
3 caminos, y do E a С, С} == 10. Análogamento 
se analizan los demás segmentos y puntos. 


253. 
= о. 


254, 


Tenemos combinaciones con repetición de cle- 
mentos de 4 tipos, tomados de a tres. Su número 
es igual a a ' 


бү=сү= 20. 


255. 
Ty 


250. 
4 triángulos. 


257. 
Si no hubiese 3 de los n puntos sobre una misma 
recta, habría C} triángulos соп vértices en estos 
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puntos, Pero р puntos so hallan en una misma 
recta, por lo cual CP triángulos deben вос desè- 
chadós. Quedan СД — CP triángulos. 


258. 
So puodon tomar dos vértices sobre una misma 
recta y el tercero sobre otra. Por esto, se obtienen 


CRCS + сўс{ = Zo + g — 2) triángulos. 


259. 
Se agregarán 


в (сї+сї)+с\ (Св+С)+С10104= 
= P+ Hi +r—2) 


triángulos. 


260. 
Los triángulos pueden ser de dos tipos: o los tres 
vértices so hallan en distintos lados del cuadrado, 
о dos se hallan en un lado y el tercero, en algún 
otro: En el primer caso, hay que escoger tres 
lados del cuadrado de entre cuatro (hay C$ = 4 
formas do elección), y luego tomar, en cada uno 
de los tres, un punto de entre n — 4. En total, 
Кш ы ш maneras rior En el 
segundo caso, hay que escoger el lado en que se 
hallarán los dos vértices (son 4 modos de elección) 
y доз puntos de entre л — 1 (Са! formas), 
“ligiendo después uno de los tres lados restantes 
feres maneras) y un punto en éste (CE modos); 
п total tendremos, en el segundo caso, 129-105 
maneras de elección, La cantidad total de formas 
so 


ayoo 


=2(n—1)* (5а—8). 


зи. 
Ср puntos de intersección. 


202, 

n rectas en posición general tendrán C? puntos 
do intorsccción, Pero las p rectas que pasan por 
el punto А darán un punto de intersección, еп 
lugar de CR, y las q que pasan por B, uno en ligar 
de C$. Por esto, quedarán Cp — C} — Cf + 2 
puntos de intersección. 


191104 


263. 
Supongamos 
k — 1 rectas. 


en el plano se han trazado 
comos una más, Esta ве divido 


264. 

Supongamos que ya so han trazado k — 1 planos. 
Tracemos uno más. Esto se interseca con los 
planos trazados antes por k — 1 rectas, las cuales 
lo dividen en < (8 — k -+ 2) partos. Cada una 


de éstas corresponde a una nueva región del 
espacio. Por esto, n planos dividirán el espacio en 


КЕ 
143 Ў -+= 
а 


=) (+0) 


partes. 


265. 


Se han trazado С} = 10 rectas. Por cada punto, 
or lo 


desde el punto В 
Ж Сны sólo а 


estas perpendi 
п una misma rect 
En consecuencia, 
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intorsccan on un mismo punto, el cual hemos 
considerado 3 veces. Como hay С} == 10 de estos 
triángulos, doben oliminarso 20 puntos, quedando 
310 puntos posibles de intersección. 


200, 
Tros números enteros cualesquiera т, y, z, que 
satisfagan las desigualdades n + 1 < z, у, £ < 
Sen, pueden sor lados do un triángulo. Por 
esto, ol número do triángulos con tales lados 
es igual а на, Para hallar la cantidad 
do triángulos isósceles, obsérvese que, para una 
baso dada, tondremos л. triángulos isóxcelos, Por 
consiguiente, el número total do éstos cs igual 
a ns. El пішого do triángulos equiláteros es igual 
am 


267. 
Hay quo hallar la cantidad de ternas de números 
naturales z, у, з, tales que =<y<z<2 

z+ y > z. Sea dado z= р. Entonces y toma 
Jos valores de р а 27. Cuando y toma los valores 
de p a 2n— p+1, a cada valor de y corres- 
ponderán р doz, que satisfagan las desigualdades 

Жз << у + p, 2 < 2а, Si, оп cambio, y toma 
los “valores de 2л —p-+2'a 2л, el múmero de 
valores correspondientes de z será igual а 2л 
Z y +1. En total, para un z= p dado, зе 
obtienen 


м 
2pin—p+1)+ D artis 
узт 


3 
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pares (y, 2) talos que z, y, z satisfacon a las 
condicionos planteadas. Do aquí se deduce 

ol número total de triángulos, para los cuales 
1<2<n y 1<y, 2<2n, оз igual a 


© 3 

® (апт ++») „р. 

ps 

En virtud del problema 200, existen С}? 


triángulos, para los cuales =>n-p4. Por esto, 
en total tondremos 


ap Ea 
6 


triángulos, 


ninti) (án 45) 
6 


El número do triángulos isósceles do haso 
z=2k, es igual a 2n—k, y los do baso 26-1 
también а 2n—k. Por esto, Ja cantidad total 
do triángulos isósceles es igual a 


a ns 
2n—k)+ Y) (2n—k)=3n8, 


Eliminándolos, obtenemos 


п (445) ала nii) ón—5) 
6 6 


Este problema se resuelve en forma semejante al 
267. El número de triángulos con un valor dado 
dez=p<n—1, esiguala Зар — Š p 4È, 


y el de todos los triángulos para los quez < a— 1, 
а 


21 
3 nin+4) (n—1) 

Y (вер) E, 

ES 

En cambio, el número de triángulos para los 

que = >л, es igual a СЭ12, рог lo cual ten- 

dremos, en total, 


nitti) niiin?) 
E E % a 


(n41) (án 


triángulos. El número de triángulos isóscoles os 
igual а 

at ms 

Y Caki) У) (28—00) а 8а 801, 
“ = 


y ol de oscalenos, а 
A э ва 


= (n—4) (n—2) (4—8), 


269. 

Como se toman п puntos de intersección y no huy 
tres de ellos sobre una misma recta, on cada recta 
habrá dos, y sólo dos, puntos del grupo escogido. 
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Por esto, para fijar esto второ so numoran las 
rectas dadas y so escoge en la primera de ellas 
el punto de intersccción con la segunda, еп la 
sogunda, el de imtorsección con la tercera, 
en la n-ésima, ої de intersección con la primer: 
Se obtiono así'ol grupo buscado de puntos, y todos 
estos grupos so pueden obtener mediante el 
método descrito. “Teniendo en cuenta que la 
permutación cíclica de los puntos y el cambio 
del orden del rocorrido de éstos no cambian el 
grupo de puntos, so obtiene que о] número de 


Pr 4 
éstos es igual а 52 = 3 (n — f)! 


270. 

Podemos ologir r vértices, que vayan on un orden 
dado, de AP formas. Como una permutación 
cíclica de éstos y la inversión del ordon de su 
rocorsido no cambian el polígono, se obtienen 


-È Ap polígonos. 


БЇ 

Tomemos dos puntos en una recta y dos en la 
otra, A éstos los corresponden dos puntos de inter- 
sección de las rectas que pasan por ellos (el punto 
do intersección до las diagonales del trapecio 
y del de intersección de sus costados). Como 
зоте la primera recta se pueden tomar Ср pares 
do puntos, y sobre la segunda, Ср, el número do 
puntos de intersocción es igual a 2CPCP. 


272. 

Los п puntos determinan Ср circunferencias, Entro 
ollas, С}! pasan por un punto dado, y С, 
por dos puntos dados. Por esto, la recta que 
pasa por dos puntos dados tiene no más do 
Сда 4 (2Ср-! — CP-2) 4 2 puntos do inter- 
sección con las circunferencias. Como por п puntos 
pasan CẸ rectas, tondremos no más de 


031205—24-20—:—01724-0] 
puntos de intersección. 


273. 


Cada recta do la intorsección so determina 

dos planos, у cada plano, por tres puntos dados. 
Las rectas so dividen en clases, según cuántos pun- 
tos do os que determinan el primor plano figuren 
entro los que determinan el sogundo. Todos los 


puntos során distintos өп; CRCP- casos (ве esco- 


gen tres puntos entre n y otros tres entre tos n — 3 
Festantes, sin tener importancia su ordon da 
elección}. Si un punto figura en ambas tenis, 
so obtienen 3. CRCR- formas do elección, y si 
son dos los puntos quo figuran on ambas ternas, 
З CHOP. En total, tendremos 


рса арна) 


„еспе ва- ронд 


rectas. Entro ollas, 
ad 
gage 


и) 03 (13) (24) (15) 
лр: „Эа 


no pasarán por ninguno de los puntos dados. 


274. 

Designemos los lados dol cuadrilátoro medianto 
a, b, e, d. Sin perder generalidad, so puede con- 
siderar que a es el menor de los lados, € es el lado 
opuesto а éste, y que è< d. Entonces, será 
а < ® < 4 у а < с. Adomás, como los eugárilá- 
teros están circuascritos а una cireuntorencia, 
será a+ em Б б. De aquí se deduce que 
a+ с22 26. Por esto, para valores dados de 
а y b, la longitud de e puede adquirir valores 
Чо 2& — а + La n, y dobe cumplirse la desigual» 
dad 2b — a < n~ 1. 

De osta forma, hemos demostrado que ò< 


SERA y que Datt еп, Doig- 
nemos modiamto г а Е (2-57), Entonces, 
paca un valor dado de о, tendremos 


Y (40-20) = (sa) (154) 
e 
cuadriláteros. 

Sea n un número par, ns= 2m. Entonces, 
para valores impares de a, а = 2% — 1, tendremos 
.=B {== ) жет +k —1 y, por consiguion- 
to, 


habiendo, por ondo, (m — k — 1) (m — k) cuadri- 
láteros. Sumando con respecto a a, se obtiene que 
ol número total de cuadriláteros es igual a 


m m 
Ў (а-а У) (m4) = 
ка ЕП 


т(т—1)4т—5) _ (12205) 
CA A 


El caso on quo л es impar se estudia análogamente. 
Si se admite que los cuadriláteros tengan lad 
iguales, a, b, e, d habrán de satisfacer las rel 
ciones a 04 па Ссуа e= b+ d, 
de donde se deduce que ò < у 22 — a < 


п 


<e < п. Si hacomos E (457) = +, el número 


de cuadriláteros con el valor dado de a será 


igual a (n — s + 1) (s — a + 1). 
PAA Аш е de, ao obtienen 
para n impar, 


PERES cuadriláteros, у 


(2+1) (a+ Tni) 
Е. 


275. 
El númoro de circunferencias trazadas es igual 
a Ст, pesando СЗ por un punto dado, y Ср 

x dos puntos dados. Tomemos una de estas 
circunferencias, trazada por los tos A, В, С. 
Tendremos CP — SCP + ЗСТ 2 — 1 cireunfe- 
rencias que no pasen por ninguno de estos puntos. 
La circunferencia escogida So interseca con cada 
una de ellas en dos puntos. Ahora bien, existen 
3 (Cp — 20p-2 + 1) circunferencias que pasan 

т uno de los puntos A, В, С y по pasan por 
Bos de ellos. Estas nos dan un punto de intersoc- 
ción cada una, distinto do А, В, С. Las domás 
circunferencias se Íntersocan con elegi en 
dos de los puntos A, B, C. De esto modo, la 
circunforencia tomada nos 


з(б}—зсу-1+-зсү-®—1)+3 (ot 
(n—3) (n—4) (22—41) 
“de 969 


27741) 


puntos de intersección, distintos de A, B, С. 
n total, obtenemos 


—3) (n—4) @л—1) _ 5(2n— 
1 0D0 Әйе) 5090 q 


puntos de intersección 
Agregando estos п puntos, se obtiene que 
mayor cantidad de puntos de intersección 
igual a 


SD rn, 


276. 


217. 
La cantidad total de formas de pintar 6 caras 
de 6 colores distintos es igual а 6! = 720. Divi- 
damos estas formas өп clases, formadas por los 
pintados que pueden hacerso coincidir mediante 
movimientos. El cubo se puede hacer coincidir 
consigo mismo de 24 maneras (de 6 modos se 
escoge la cara on la que зо transformará una cara 
дайа del cubo, después de lo qual quedan 4 giros 
de éste, en los que la cara dada so transforma бп 
sí misma). Por esto, cada clase está formada 
por, 24 formas de pintado, siendo el número de 
formas geométricamento distintas de pintado 
igual а 720/24 = 30. 


278. 
Se resuelve en forma análoga al problema 277. 
El número de formas de pintado es igual a 41/12 = 


279. 
Existen 81/24 = 1680 modos de pintado. 


280. 
Рага el dodecaedro hay 121/60 formas de pintado, 
y Para el ісозаейго, 201/60. 


282. Нау que ballar la cantidad do ternas do 
números naturales т, y, z, tales que z Ș y < 3. 
za 40 y z A у > z. De ostas desigual- 
dados so desprendo quo z puedo tomar valores 
пе satisfagan а Jas desigualdades 14 5 2 $ 19. 
й == 10, será z -+ y = 21, siendo z < y < 19. 
Por esto, será 11 < y < 19, y tendremos 9 trián- 
gulos con z= 19. Análogamento se estableco 
Que el número de triángulos, para los cuales 
== 18, 17, 16, 15, 14, es igual a 8, 6, 5, 3, 2 
respectivamente, habiendo en total 33 triángulos, 
De la misma forma se obtiene que el número de 
triángulos de perímotro 43 es igual a 44. 
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gulo de porímetro 4л. Supon- 
tamos que sus lados son iguales а х, y, 2. Agre- 

йо 4 a las longitudes de estos lados, se obtienen 
Eos múmoros 2 44, y + 1, £$ 3, que son longi- 
tudes de Jos lados" de un triángulo de perímetro 
43. Pero, además, tendremos triángulos de lados 
U, anti, mti, (2 2n, 2 ds 
ау яя, dn +1), que no pueden 
фет obtenidos por ol' método descrito. 


284, 

Беа N= 12n. Debemos hallar la cantidad de 
ternas de números naturales =, y, z, tales que 
#< у <z зу := in y 2 y>1 De 
estas dosigualdados se deduce que ân < z < бл — 
— 1. Además, ві z = 2k, será z + у = 12а — 2k, 
y ol número de soluciones enteras de esta eeua- 
ción, tales que z<y< z= 2k, será igual 
а 3£— бл + 1. Si, en cambio, es z= 2k $ 1, 
tondremos 3k— 6n + 2 soluciones. Por esto, 
el número de triángulos es igual a 

1921 pan 

Y (88-640) 2 таа 
¡En к 


Los casos restantes se analizan de igual forma. 
Al pasar de N а М + З so puedon utilizar razo- 
nomientos análogos a los efectuados en la resolu- 
ción del problema 282. 


285. 

Demostremos que cada parada la tienen exacta- 
mente п recorridos, Sea { uno de los recorridos, 
y B, una parada situada fuera de esto recorrido 


Fig. 37. 


En virtud do la condición 4, de la 
р so puede llegar рог uno de los recorridos 
а cada una de las п paradas А,,..., An del 


recorrido 1. Además, según la condición 2, cada 
uno de los recorridos que pasa рог В pasa por 
una de las paradas Аз... An (do otro modo, 
no se podría pasar de esto recorrido al 1) y sólo 
or una de ellas (de otra manera so podría pasar 
esto recorrido al 1 en dos paradas). Tampoco 
hay dos recorridos quo pason por В y por una 
misma parada del recorrido 1 (de otra forma, 
se podría pasar de uno de estos recorridos a otro 
en dos paradas: еп la В y en la parada dol recorrido 


г 
" 


Fig. 38. 


1 por la que pasan ambos). De aquí se deduce 
que por la parada В pasan tantos recorridos, 
cuantas paradas existan en el rocorrido l, es 
decir, exactamente л. 

Nos queda por demostrar que por cada una 
de las paradas As .... Аз, situadas on el 
recorrido 1, pasan también oxactamonte n reco- 

Para esto, es suficiento demostrar que 


Iquiera do estes parados existe un roco- 
que по pase por ella (ésto te 
hipótesis, п paradas, y entonces, 
рог esta parada pasarán п rocorridos). 
el número total de recorridos no es menor que dos, 
además do 1 oxistirá por lo monos otro recorrido 
E (6.38), que se intorsccrá con el en un punto 
único, digamos, el Aj. Entonces, las paradas 
Аз, ;s An estarán situadas fuera dol recorrido 
17 por lo que pasarán п recorridos por ellas. Son 
B'otra parada en el recorrido 1”. El recorrido que 
pasa, por В y А; mo pasa por As, por lo cual 
también pasarán exactamente n paradas por 
Así pues, por cualquier parada pasan exactamente 
п recorridos. 

га cada parada 

Como para cada paradı 

recorrido que no pase por olla, y өп ca 


lar un 
recorrido 
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hay л paradas, рог cada parada pasarán n гесоггі- 
dos, Tomemos uno de estos recorridos 1. Por cada 
parada de ésto pasan п — 1 recorridos, distintos 

lol 1, sin quo haya dos de ellos que coincidan, 
оп virtud do la condición 2 (de otro modo, ten- 
deían dos paradas comunes), y cualquier reco- 
rrido figura ontre los que se obtienen por este 
método. Do osta forma, el número de recorridos 
distintos del 2 es igual'a я (n — 1), teniendo on 
total n (n — 1) -+ Í recorridos, 


286. 
Supongamos, que on uno de los recorridos Y hay 
т paradas. De la resolución del problema 
claro que por cualquier parada 8, que 

se hallo fuera do 2, pasan exactamente n recorridos. 
Demostremos que en un recorrido arbitrario l’, 
distinto del 1, hay exactamente n paradas. En 
virtud de la condición 3, en Y hay no menos 
de tres paradas y, según la 2, sólo una do éstas 
$8 ¡l mismo tiempo parada del recorrido 1. Fuera 
del 7, ostán situadas п — 1 paradas del recorrido 1- 
Demostromos que, además do esto, fuera de 1” hay 
por lo menos otra parada más, que no se encuentra. 
оп 1. En efecto, sea А, una de las л — 1 paradas 
del recorrido 17 situadas fuera del 1”, y Су una 
de las paradas del recorrido 1”, situadas fuera 
del 2 (hay по menos de 2 do estas paradas). 
En virtud dela condición 1, oxisto un recorrido Г 
que pasa por las paradas A, y С,. Además, por 
la condición 3, on este recorrido habrá, además 
do А, y Cı, por lo menos otra parada В, la 
cual estará situada fuera de 1' y de /. Por esta 
parada B,, como sabemos por la resolución del 
Problema 285, pasan л recorridos. Cada uno de 
ellos so interseca con ol 1' on un punto único. 
Además, por cada parada dol recorrido 2” pasa 
por lo menos uno que la une con la B. Por esto, 
el número do paradas del recorrido I es igual 
al de recorridos quo pasan por la parada В, 
es docir, a n. 

Como hemos visto en la resolución del problema 
285, еп esto caso el número do recorridos зе 
expresa mediante la fórmula л (n — 4) + 1. Como 


por hipótesis, oste númoro es igual a 57, hay 
que resolver la ecuación nè — n -4 1 ¡éndolo, 
hallamos que л = 

287. 

Es posible. Tomemos, por ejemplo, 10 rectas 


del plano, tales que no haya dos paralelas ni tres 
que so intersoquen en un mismo punto, 
тагешов que las rectas son recorridos 

y los puntos de intersección de éstas son las par: 


das. Aquí so puede viajar de cualquier parada 
a cualquier otra sin hacer transbordos, si so hallan 
en una misma rocta, y con un solo transbordo, 
si lo están on roctas diferentes. Si inclusivo se 
elimina una recta do esto esquema, de todos 
modos existirá la posibilidad do viajar de onda 
parada a cualquier otra, efectuando еп el camino 
по más de una transbordo. Pero si se eliminan 
dos rectas, una parada —el punto do intersección 
de éstas— no será atendida en absoluto por los 
recorridos restantes, y desde ósta sorá imposible 
viajar a cualquier ot 


288. 

La esfera puedo ser tangente a cualquior plano 
uno de sus dos lados, у a una osfora dada, 

lesdo adentro o desde afucra. Por esto, se pueden 

trazar 16 esferas distintas. 


289. 

Cada una de las т rectas trazadas por el punto А 

se interseca con 2m rectas. Por esto, las que 

рах por A dan 2m? puntos de intersección. 
cantidad total de tales puntos, diferentes 

do los tres dados, es igual а 3mê. 


290. 
Designomos los puntos que se hallan sobro un 
mismo plano mediante Asa >.<; Am. y los restan 
tes, por By, .... Bam: Cada plano so dotormina 

elección de tres puntos. Entro éstos puedo 
Faber tres, dos, uno, 0 ningún punto do 108 
А.о Åm, En correspondencia con osto, so 
obtiene que la cantidad de planos es igual а 


ї+сїсү"+сүїсү-"+су-". 


291. 

El número de puntos de intersección que so hallan 
өп cada una de las rectas que pasa por А, es Igual 
апр, рог B, а m -+ p, y рос C, a m- n 
Como рог A pasan m re АУ 
С, р, el número total de puntos de intersocción 
os igual а 


{н арп) 


та фтрфар. 


Do éstos se puede elegir do Cgmempen» maneras 
una terna de puntos, pero en mCP + aegen + 
РСү+" casos obtendremos puntos que se hallen 
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sobre una misma recta, Por esto, el número de 
triángulos os igual a 


сүттө тсү+—лСр+”—рОу+". 


292, 


puede 
+ ли 'баве la . 60). 
шыш чайы рт 


de considerar primero, tendromos 5C} = 


Como cualquíes 


eá D modos do elección. 


293. 

Dividamos todos los triángulos еп dos clases: 
aquellos cuyos vértices se hallen en distintas 
sectas, y aquellos en los que dos vértices estén 
sobre una misma recta. El número de triángulos 
do la primera lase es igual а РЭС} (escogemos 
de Cp modos las tres rectas en que so hallarán 
los vérticos, después de lo cual so elige, en cada 
una de ellas, un punto de ошто p). El número 
de triángulos de la sogunda clase es igual a 


{pè (p — 1) n(n — 1) (escogemos la recta on que 


so hallarán los dos vórtices, luego dos puntos 
on cllu, después de lo cual se toma una recta, 
donde estará un solo vórtice, y un punto en esta 
recta). El número total de triángulos es igual a 


РОА р(р 0 па) 
„ninipis 
Y Е 


204. 


cada vértico del polígono de п lados 
п — 3 diagonales, toniendo en total йс; 


gonales. Cada diagonal AB se corta con todas las 
que unen los vértices distintos de А y В. Por 


osto, habrá 
seza —2(n—3)+1 O 


puntos de intersección до la diagonal АВ соп las 
restantes. Como el número total de diagonales 
es igual a 209—9), y cada punto de intorsocción 


so toma en consideración dos veces, tendromos, 
en total, 


л (n—3) (23) (04942) 


puntos de intersección delas diagonales. Restando 
le esto número la cantidad de puntos interiores 
de intersección, se obtiene que el número de 
puntos exteriores de intersección es igual а 


п (0—3) (04) (1—: 
г аана 


295. 

Cada polígono de ғ lados so determina por la 
elección de ғ puntos de entre л, tomados en un 
orden determinado; además, una permutación 
cíclica de los puntos по provoce un cambio de 
éste polígono, así como tampoco lo hace ol cambio 
de la orientación. Por esto, el número de;polígonos 


de r ladosjos igual a 3. AP y, en general, ol número 


do poligonos es У £ Аў. El número do poligonos 
Е; 


convexos ов igual а Ж ch 
© 


296. 

т rectas paralelas dividen el plano on m + 1 
franjas. Cada nueva recta agrega tantas regiones, 
on cuantas partes se divido por sectas ya 
trazadas. Como trazamos л rectas más, so obtienen 
та... нн) е ОЛЛО, 


regiones. 


297. 
Dividamos las circunferencias en clases, según la 
cantidad de puntos dados que so hallen en la 
cireunforoncia dada. Una circunferencia (preci- 


samente, la dada) los contiene todos, Сс} cireun- 
forencias contienen a dos puntos, 

y Ch, а ninguno. En total, ol 

+ Ср + C3 = 156 circunforonci 


299. 
Escojamos + vértices seguidos dol polígono de 
n lados As... As у dividamos todos los 
polígonos de'k lados, que satisfagan la condición 
planteada en el probloma, on dos clases. A la 
rimera haremos ecer todos los polígonos 
cuyos vértices coincida con 
sogunda, los restantes. 
primera clase se dividen 


vértices 
que la siguen, en el sentido "де las agujas del 
reloj (ninguno de ellos es vértico del polígono 
do k lados). Debemos ologir, de entro los n — 2 — 
— £ vórticesrestantes, k — 1, de forma que después 
de cada uno de ellos haya no menos de s vértices 
elegidos. Esto se puede hacer de CH4'=1 maneras 
(vénse el problema 250). Por esto, el número de 
polígonos de k lados con vértico Am es igual 
a CX}? t, y el número total de polígonos de la 
primora саво, а оС, 

Hallemos ahora cl número de polígonos de % 


lados do la sogunda clase, Para esto, «cortemos» 
la circunferoncia entre los vértices А, y Ан; 
е 


Нау que escogor k vértices, de forma que despi 
Че cada uno elegido haya por lo menos s 

quedaron (sin que sea elegido ninguno do los 
vértices Аа, -.., Да). Esto ве puedo efoctuar 
do Cp-™ maneras. Do este modo, el número 
total do polígonos do k lados qi 
condición planteada es igual a «С! 


300. ы 

Cada paralelogramo so determina por dos pares 
de rectas paralelas. Por esto, tendremos (үр 
peralelogramos. 
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301. 
Trazaremos sucesivamente las diagonales desde 
los vértices A1, A, . . ., An: Cada nueva diago- 
nal nos da tantas regiones” nuevas, on cuantas 
partes so divide por las trazadas antoriormonto, 
es decir, en una región más que el número de 
puntos de intersocción do ésta con las diago 
les que so han trazado antes. Como cada punto 
intersección se obtiene aquí una sola vez, 
el número total de nuevas regiones es igual 
a la suma del número de puntos do intorsccción 
y del de diagonales. Como al principio toníamos 
üna región, en total habrá 


142658 ATETEA 


03909 3444) y 


partes (véase el problema 294). 


302. 

Sea n par, n = 2k. Entonces n se puede represen- 
tar de las siguientes manoras como sumado 
dos términos: 


n=14(2k—4)=24(2k—2) =k4k, 
Pero la carta con número £ puede sor extraída 


de una sola forma, con 2, de dos, etc. Y dos 
cartas con múmoro Ё > 1 so рцейоп escogor_de 


С} modos. Por esto, tendremos en total 
O 


pm 
4200 et 
= 


2004) _n(—4) 
AAA 


maneras do obtener una suma do n=2k. Si, on 
cambio, п es impar, n=2k—1, entonces 
14 (0-2)=24+(0—3)=...=(k—4) 4h, 
siendo el número de formas igual a 

par 


5 PEPEE == NS 


=g. 
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308. 
Dividamos las olecciones еп clascs, según el 
número de objetos iguales que figuran en ellas, 
La cantidad de elecciones que contengan k objetos 


iguales esigual a С2"14, Por esto, el número total 
de elecciones será igual а 
E ci o AR oHm 
134 
m4 J opteze, 
o 


304. 
Si ol primer término de la progresión es igual 
a a y su diferencia а d, ol tercero será igual 
a a+ 24. Por hipótesis es a + 24 < 2n. Ёма 
desigualdad tiene, para un d fijo, 2n — 2d solu- 
ciones. En total, зо obtienen 


@а—2-+-@»—4)+...+2=п(—4) 
soluciones. Como cada progresión obtenida se 
puedo considerar tanto creciente como decreciente, 
se obtienen 2л (л — 1) progresiones. Para la 
sucesión de número 1, 2, 3, ..., 2n+ d, ten- 
dromos 2n2 progresiones. 

305. 

Demostremos la afirmación, mediante inducción 


sección y el núm 
Supongamos que 
para я curvas. Tomemos un 


jplicida: 

. (un punto será de multiplicidad 
r, sen © о r ж ). Кое 

jelimitan 14 na». F mes 

оз cerradas. Tracomos la curva s +i, y 
шролашоз que ésta tiene k, puntos de intersec- 
ción, de multiplicidad r, con las trazadas anterior- 
3)... y, en total, ka + ka + 


+... tmt.. 
Fkt... F ken + 


Pero si la nuova curva un punto de 
intersección de multiplicidad F de las trazadas 


hora ésto será un punto do 
intersección de multiplicidad r +4. 

Sea n el número de puntos de multiplicidad 
r on el nuevo sistoma de curvas, Está claro que 
My = Más — Ан + Ki (do los puntos de inter- 
sección de multiplicidad г 4 4 quo habia hay 
que rostar Ан, de multiplicidad r +4, que 
Aumentan a ésta, y agregar kp, do multiplicidad 
ғ y que la aumentan). Pero entonces 


1+%+2%+... Mm 
d+ (m—k3 + ka) 42 (m9 Ra + ko) t 
Er (as жие 
И--®+-2л+...+ты+...)+ 
++}... и) 


ї,апе1 + Ы-+-2%-+... 
-+ rn’ ёз igual al número de regiones 
рата el nuevo sistema de curvas (véase la fór- 
mula (*)). En virtud del principio de inducción 
completa, la afirmación es válida para cualquier 
húmero de curvas. 


Hemos demostrado, 


306, 
Las rectas del primor haz dividen el plano en 2m 
partes. La primera recta del segundo haz se 
interseca con todas las m del primero, dando 
m -+ 1 regiones muevas, Todas las rectas restan- 
tes del ido haz tendrán m + 4 puntos de 
intersección con las trazadas antes. Por esto, 
tendremos en total 


2m+m+1+(0—4)(m4-2)=nm-+204+2m—4 
regiones. 


307. 
No, pues en caso contrario el número de 


vnionos sería igual al número fraccionario 122 , 


308. 
La suma do los coeficientes es igual al valor 
de la expresión рага z= y= з == 1. Sustito- 
yendo estos valores, se obtiene quo la suma es 
igual a —1. 


309. 

El número máximo de bolas, entre las que no 
haya 15 iguales, es igual a 74 (10 blancas, 10 пе- 
gras, 12 amarillas y de a 14 de las rojas, verdes 
y azules). Si so toman 75 bolas, habrá entre 
ellas 15 de un mismo color. 
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310. 

-Clasifiquomos las formas de pintado según el 
número de caras blancas. Existe una forma 
única de pintado quo no contenga ninguna cara 
blanca, y una que contenga una sola. En ol 
caso do dos caras blanc: rá dos formas 
de pintado: o bion cstas caras tionon una arista 
común, o bien son opuestas. Para tres caras 
blancas nuevamente tendremos dos formas: o hay 
«dos caras blancas opuestas, о las tres confluyen 
en un mismo ángulo. Los casos de 4, 5 y 6 caras 
blancas so roducon a los que acabamos do analizar, 
sustituyendo los colores ог los opuestos. En total, 
se obtienen 1+ 142424241 44= 10 
formas de pintado. 


зп. 

Supongamos que ahora se pintan los vértices 
«del cubo. Entonces hay una forma de pintar sin 
vértices blancos, 1 forma сов un solo vértice 
blanco, 8 con dos (los vértices blancos se hallan 
en una misma arista, en una diagonal de una 
cara o en una del cubo), 3 con tres (los tres vérti- 
«cos so hallan en una misma сага. o bien hay dos 


Fig. 39. 


on una arista y el torcero en una diagonal do la 
cara con uno do estos dos vértices, o bion los 
(тез vértices so hallan dos a dos en una diagonal 
de una cara, véaso la fig. 30). Hay 5 formas de 
pintado con cuatro vértices blancos (todos los 
cuatro se hal еп una misma cara, о los tres 


vértices A, В, С se hallan en una cara y el cuarto 

arista quo ol A, o que ol В, o on ol 
¡motralmento opuesto al В; о bien 
dos vértices so hallan en una misma arista y otros 
ella), Los 
, 7 y 8 vérticos blancos во reducon 


Eo En 8р 
Ep o dp 
Ho Ap He 


Fig. 40. 


a los analizados más arriba cambiando los colores 
por, los opuestos. En total, habrá 1 + 1 4 3 -+ 
+34 543434 1+1=2 formas 

do pintado. 


м2. 

El cubo tiene 14 desarrollos (fig. 40), 
primeras soluciones las dan los 
que cuatro caras del cubo están situa 
anda del desarrollo. Los cuatro desarrollos 


мз. 

Hay sólo 4 formas de este pintado. Con respecto 
a demostración de esto, referimos al 
al libro de Н. Steinhaus «Cien Problemas», 
matguiz, 1959, probloma 28 40. 
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зм. 


Para un tetraedro existe una sola solución; рага 
un octógono también una sola; рага un octaedro, 
tres; para un dodecnedro, dos asimótricas y reci- 
procamento simétricas, y para el icosaedro, 33 solo; 
clones. Véase la domostración detallada en el 
libro citado do H. Steinhaus, problema N 44. 


315, 
Demostromos primeramente quo al cabo de 2n 
unidades de tiempo quedarán sólo dos partículas, 
situadas en los puntos con coordenadas 2л y —2% 
rospectivamente, Рага n= f, esta afirmación 
es ovidento, Supongamos quo ya fuo demostrada 
para n= й. En cl transcurso de los 2А —1 
pasos siguientes, estas partículas no interactúan 
y, өп virtud de la hipótesis de la inducción, 
al cabo de 2А pasos cada опа йс ellas dará sólo 
dos partículas, alejadas йо ollas a la izquierda 
y ala derecha en 2%, En otras palabras, obtenemos 
üna partícula en el punto 2А", dos en el O y una 
en 61—219. Las partículas del punto O so aniqui- 
lan mutuamente, quedando dos partículas. 

afirmación queda domostrada, 4 

Asi, pues: al cabo de 128 pasos quedarán dos 
parlículas еп los puntos de coordenadas 128 
y —128. Y al cabo do 129 pasos, habr 
partículas en los puntos 129, 127, —127 y 


Si HM, җ>ы>... 


obtonemos 2* partículas, cuyas coordenadas tienen 
la forma ¿2% + 2% +... 4.285 (ве admiten соль 
hinacionés cualesquiera de lós signos). Esta afir; 
ción зе demuestra fácilmente medianto inducción 
соп respecto а я: para з == 1, ya la hemos demos- 
trado. Supongamos que ya fue demostrada рага 
.<m у que A 
Entoncos, después del (л — 2%")-ésimo paso 
obtondromos 2-1 partículas, dispuestas en los 
Р do coordenadas d 2% d 2» 8... e 25mm, 
distancia entre las partículas más próximas 
по es топот que 2*m-rH, Por esto, en el transcurso 
de 2%m-+— 1 pasos, las partículas, generadas 
por distintos «centros», no intoractuarán unas 
соп las otras, poro al cabo de 2%% pasos cada 
centro dará dos partículas, que so hallen a una 
distancia do -Е2* do éste. En otras palabras, 
obtenemos partículas en los puntos de la form: 
2% 4 4-2%. Nuestra afirmación queda 
бов гай 


316. 
Para descifrar una palabra, es suficiente indicar 
los interyalos entre los símbolos que son iniciales 
para Jas letras que se codifican con dos símbolos 
:stos intervalos deben ser escogidos de entro 11 
no puedo haber dos dë ollos Juntos (ау оп total 
3 intervalos, considerando el inicial y ol final, 
pero de la hipótesis queda claro que 
tomar ni el final, пі el quo se ha 
de ésto). Si la palabra contieno p letras do dos 
mbolos, hay que escoger р intorvalos. Esto 
ю өф ofoctuar de С}#“Р maneras. Por esto, 
abri 


си+с-+ср-+с}+с1+с1+с61=23 
formas de leer la palabra dada. 


эт. 

La cantidad de números де р cifras, cuya escritura 
по contenga la unidad, es igual a 3.9P-". Por 
lo tanto, entre 4 y 10 000 000 habrá 


8 (1494924994 944-954-90) — 97—41 = 4782968 


números cuya escritura mo contenga 1. Esto 
es menos que la mitad de 107. 


318. 
Tomemos los tres primeros símbolos de cada 
palabra. Estos forman no más de dispo- 
siciones. Demostremos que a cada disposición 
de estos símbolos le correspondo no más do dos 
palabras. Diciendo de otro modo, demostremos 
que si tres palabras tienen los tres primeros 
símbolos comunos, por lo menos dos do ellas 
tendrán otros dos símbolos comunes. En ofocto, 
escribamos una tabla, formada por los cuatro 
últimos símbolos de cada una de estas tres pala- 
bras. En сайи columna coincidirán por lo monos 
dos signos, Como el número de pares y pueden 
formarse de tres palabras os igual a 3, y el de 
columnas, a cuatro, por lo menos dos 
palabras la coincidencia tendrá lugar en dos 
Columnas. Esto significa, precisamonto, quo las 
alabras tienen otros dos símbolos quo coinciden, 
Eabiendo on total 3 signos comcidentes, lo que 
contradico la hipótesis. 

De esto modo, a cada agrupación de los tres 
primeros símbolos lo corresponden no más de dos 
palabras. Por esto, el número total de ellas 
по es mayor que 16. En la fig. 41 se rez tan 
16 palabras que satisfacen la condición planteada. 
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Fig. 44. 


319. 
Como р es un número primo, al girar la circun- 
forencia so transforman cn sí mismos sólo los 

intados hechos con un mismo color. El número 
do los primeros es igual a n. Las demás formas de 
pintado (ol número de ellas es igual а n? — п) 
so dividen en clases, con p pintados cada una, 
transformándose los pintados do una misma clase 
unos en otros al girar la circunferencia. Por 


222 formas de pintado, En total, 


esto, ellos darán: 
пл 


+ п modos. En la resolución de este 


320. 

Como 4 es ol menor de los números dados, ésto 
debo estar en una esquina, y el 2 debo estar 
junto a ól en una misma vertical u horizontal. 


Entonces, los números 1, 2, ..., п quedarán 
en una misma vertical u horizontal. El menor 
de los números restantes es el n + 1. Este debe 


ocupar su lugar junto al 1. Continuando este 
razonamiento, nos convencemos de que los núme- 
ros se disponen do una forma única, y detormi- 
nada. Pero podemos colocar primero al 4 on 
cual de las esquinas del tablero y elogi 
la dirección vertical, o la horizo эга la 
sucesión 1, 2, п. Por esto, habrá 8 dispo- 
siciones. 


32 
En caso contrario, la población de Moscú sería 
mayor que 9 300 000, 


322. 


Si so toma un número impar de objetos, el número 
de los que quedaron ез par. 


323. 

El número de formas de cambiar 1 rublo on 
monedas de 2 y 5 kopeks es igual al do soluciones 
enteres по negativas de la ecuación 2z + 5y== 
= 100. Está claro quo y puede tomar cualquier 
valor раг do 0 а 20. Al cambier en monodas 


de 5 y 3 kopeks, hay que resolver la ecuación 
З= + 5y = 100. Aquí y adquiere sólo los valores 
2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, el número de los cuales 


es menor que 21. 


324. 

Hay que hallar ol número do soluciones enteras 
no negativas de la ecuación z + 2y + бе = 20 
o; lo que es lo mismo, de la desigualdad 2y + 52 < 
< 20. Está claro з puede tomar sólo 0, 1, 
273 y 4 valores, a los que corresponden 11, 8, 6, 
3 y 21 valores posibles de y, obteniéndose, èn 
total, 49 soluciones. 


cualquier peso entero de 4 a 


зе forman los que so expresan en 
centenas de miligramos, eto. 


326. 
El valor modio де la última cifra os igual а 2, 


el de la 


mda y la tercera, a 2,5, y el de la 
prime 1 


Та cantidad total de números es igu 
а 5.6-6.3 = 540. Por esto, su suma os igual 
a 540 (3000 + 250 + 25 + 2) = 1 769 580. 
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327, 
La afirmación es ovidente para r=1: después 
del primer paso la carta que se hallaba on el 
pésimo lugar, para p Ç m quedará еп el lugar 
‚ y para p >> п, on el èp — 2n— 1. En ambos 
casos el número del nuevo lugar es ol resto de 
dividir 2p por 2n + 1. Supongamos que la afirmo: 
ción ya fue demostrada para r, es decir, supon- 
“después de r pasos la carta con número 
il lugar z, siendo 27р = k (2n + 4) + z- 
so siguiente, ésta ocupará el lugar 
Siento 1= 0 ба 1. Ре 


no 

donde 

entonces 

224 (244) +22= (240) (On +4) и 
ndo y < 2" 1р. Esto significa quo y es el resto 

oie др por 2л E. Según el principio 

Де inducción complota, nuestra afirmación queda 

demostrada. 

32. 

Se desprende directamente del resultado del 

problema 327. 

329. 

So deduco del resultado del problema 327. 


330. 
En electo, en este caso el resto de la división 
de 2%p por 2n +1 es igual a р. 

эм. 
Efectivamento, 


después la carta 
Ыга 2n—í cartas con números 


[ns cuales, precisamento, quedarán sobre 


con 


La afirmación con respecto а la carta В se deduce 
del resultado dol problema 331. Las demás зе 
verifican directamente. 

333. 

Escribamos debajo del número de cada carta el 
ésta obtendrá despuós de la mezcla indicat 
12 34 56 7891011 12 43 14 15 46 
98107 11612513444 315 246 4 


(6) 


Do ема tabla se aprecia que, por ejemplo, al 


mezclar una vez la 


Рава a la 9, en la segun 
la 9 pasa 


la 43, después la 13 a la 45, luego 


la 45 a la 16 y, por último, la 46 posa а la £. 
Esto se puede rej tar en forma del ciclo 
(8,9, 48, 45; 46, 1). Toda la pormptación se 
ivido en ciclos de esto tipo. Además dol que 
acabamos de indicar, se tienen los ciclos (2, 8, 5, 
41, 44, 2), (3, 40, 4,7, 12, 3) y wn cielo formado 
sólo por el número 6. Cada ciclo está formado 
por una о por 5 cifras distintas, por lo cual 
jespués de cinco veces, todas las cartas ocuparán 
la posición inicíal. Los casos restantes se estudian 
de igual forma 


3%, 
En 


rimera fila podemos distribuir los colores 
on cualquier orden (24 modos), despuós de lo cual 
en la primera columna podemos disponer de cual- 
quier manera los tres colores distintos dol cua 
Irado angular (6 formas). Su ов que se han 
elegido los colores indicados en la tabla. 


Сошо en las filas verticalos y horizontales debe 
haber representantes de todos los coloros, өп la 
segunda fila puede habor una de las siguiente 
combinaciones do colores: negro, blanco, 
rojo; negro, rojo 

blanco, rojo. En la primera de estas va 
so determina unívocamento el color de las casillas 
de la segunda, columna vertical, quedando dos 
posibilidades do pintar las 4 casillas restantes. 
Cada una de las dos uedan conduco 
también а dos 
jenen ál.: 


Dividamos a los escolares en ternas do algún 
modo. Do cada terna so puedon escoger tres 
pares no ordenados (por ejemplo, de la tor 
афс so pueden elegir los pares ab, ac, bc). En total, 
a la forma dada de partición lo corresponden 
15 pares, ninguno de los cuales debe encontrarse 
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en las demás maneras de partición, Pero de 15 
escolares so pueden formar C}* = 105 pares. Por 
esto, el número de modos diferentes de partición 
no puede suporar 105 : 15 = 7. La tabla siguionte 
muestra que el valor 7 se alcanza, es decir, que 
los escolares se puedon dividir 'en ternas, de 
forma que so cumpla la condición indicada 
duranto 7 días; 


klo ino jmo ilm jin ijk kmn 

iab jac lod nae kaf mag oah 

nd mdb kbe ocg mch ke ief 

теј keg ih jfb obe ой jde 

igh Uf те ка idg паь lbg 

б. 

El número т iguala la cantidad doformas 


do escoger, de па objetos, п grupos no ordenados 

de n objolos cada uno y ез, por lo tanto, un 

entero. También lo será el número С que 
nal 

es la cantidad de formas de dividir mn objetos 

en л grupos no ordenados, de m objetos sada 


(тл)! 
uno. Рог la misma causa sorá entero ¿(Ca 


Pero entonces [— COI también 10 
(т) 2 (му ? 

ез, como producto de dos enteros. Como т у n 

son impares, — У os racional, siendo 


(му y E 
su cuadrado un entero. Por consiguiente, el 
propio número es también entero. 


397. 
Убаво la pág. 52. 

838. 

Esto número es igual al cooficionte de zm on el 
polinomio 

(ааа... +-ал)Р al (тнр (1—2) P, 


Aplicando la fórmula del binomio de Nowton, 
se obtiene que esto coofíciento es igual a 


єт-@-®ю-ї o р-а 
1002) 
жою. 


339. 


quesatisfagan 
al coeficionte 
cto 
Mete Трета 
Esto producto so puede escribir como siguo: 
44") 4 
a= 
—@———йө+ат+...ух 
(0480-62 4-1084-1584-... AB 


Está claro que después de abrir paréntesis so 
obtiene el coeficiente 60 рага (18, Рог esto, la 
distribución puede ser efectuada de 60 maneras. 


340, 
El número de todas las n-combinaciones соп repe- 
tición de л letras es igual а C2P-1; por lo tanto, 
en éstas figuran пСЗл-ї letras. Como todas figuran 
igual número de veces, cada una se encuentra 
Сі veces. 


зи. 
Та suma de los números oscritos en el poste es igual 
a 999. Por esto, si ambos números son de tres 
cifras y uno de ellos tiene la forma абе; el otro 
tendrá la forma 9 9-5, 7 Si, ет 
cambio, uno de los números es do una о dos 
cifras, el segundo comenzará а partir de la cifra 9, 
estando escrito on tales postes а, 7900—45 


ó ad, 9 (9 — a) (0 Como еп los postes debe 
haber sólo dos cifras dis b 
о bien dos do los números 


ndo 
el tercero el complemento do éstos hasta 9. La 
cantidad de números del primer tipo es igual 
a 10 (114, 222, .. .. 999 y, adomás, el 0). Cada 
número del segundo tipo so determina por la 
elección do un par do cifras distintas del número 
do tres cifras оп el que ambos figuran. Un par 
de cifras diforentes so puedo escoger do Ср — 45 
formas distintas. A cada par le corresponden 
6 números do tres cifras (por ejemplo, 221, 212, 
422, 412, 121, 211). Por esto, la cantidad’ total 
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do números de segundo tipo os igual a 6-45 = 270, 
habiendo, en total, 280 postes, en los cuales 
hay escritas sólo dos cifras diferentes. 


342. 


a 
El número buscado es A Y P (p, 0—1. (Elimi- 


E 
namos el arroglo vacio.) Como 3 Р(,ф= 
=P (p +1, 0), tendremos: 


х кыы 


КЕ; 


m 
= Y Р(р+1, n) 
0 


P (m+t, n41)2. 


343. 

Según el problema anterior, el número de arreglos 
que contienen exactamente & esferas blancas 
és igual a Р(&+1, ni) P (k n i) 


Por esto, las esferas blancas figuran 5 ЕР (4-1, 
=. 
п) Р (k, n+ 0) veces. Esta expresión 
se transforma como sigue: 
m-i 


Sros п+1)— 2 (4) 
Уран, а-ар, a41)— 


m-i 
= Y Pat, nijem (mtt, +41) 
Г) 

—Р(т, п) 
mim- 
і 
Análogamente so demuestra la afirmación sobre 
las osforas negras. 


P (m44, n41). 


Кя 
El пішого buscado оз igual а la suma 


(Р+Е4-+Е),Р(р, 9). 
AA 


Pero 


(p+4+1)P (p, = 

à 

=(0+1) Y Р(р, 9+ J) Plan 
¿roma 


=(p+1) [Р(р++1, п)+ È Ро+, q1)= 
& 


=(p+t) IP (+4, л) Р(р+2, п—1)1= 
=(p+1) Р(р+2, п). | 
Por esto, la suma es igual а 


D PHP o+, n= 
= 


= 2 (р-Е2)Р(р+2, 2-3 Plp+2 n)= 
> 
ia P(m+2,n+1)41= 


q "himin 
АРТ "+9. 


345. 
Sumando los resultados obtenidos en los proble- 
mas 342 y 344, se obtiene el resultado requerido, 


346. 
El número total de 
le 7 personas es igual a C} 


fia eso. daramto T días N 


ropcesontados una vez cada uno. Por cuanto 
on ol transcurso de 7 días almorzarán 21 personas, 
cada amigo шо visitará З veces, оз decir, parti- 
cipará en tres ternas, 

Escojamos primero las ternas on las que estará 


el primer amigo. Esto puedo hacerse de рл 


maneras (el número do formas do dividir a > 
sonas en 3 pares). Cuando estas ternas estén 
cogidas, quedarán dos posibilidades de elegir 
las tornas оп las que figure el segundo huéspod 
{рог ojemplo, si el primero figura en las temas 
2, 1 


тез que so pueden formar 
ora A. En 
b) 


cada terna 


segundo estará о еп las 
з 2, 4, 7; 2, 5, б). 
Después de esto, la distribución de los restantes 
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Teniendo 


huéspedes se dotermina unívocamento, 
terna de 


posibilidad de permutar 
obtienen 


зт. 

De 7 personas so pueden formar C} = 35 tornas, 

de 0, Сї == 20, de cinco, Сре 10; y de cuatro, 
ad Bor esto. ol número total, de, variantes 

de invitación es 7 

amigo quedará si tn y 

Aplicando Ja бешш de inclusiones y oxclliones, 

so obi 1 resultado requerido. 

348, 


Si uno de los amigos viono coda, dia, con los 
restantes зө pueden formar С} Рог 
esto, el número total de grupos, Fy D que toma 
parto una misma persona, es igual a 7435. Quedan 


А19 — ТА} formas de invitación. 
349. 


Los arreglos pueden ostar formados por 1, 2, 
- .. п Objetos. Por esto, el número tot 
arreglos es igual a 


УА 
nal n 
bi ak ai a > 


Гат]. 


ч ]+ 


Por otro lado, 
eian [Hirt г 
1 4 
+r ++ 
1 (9) 
tamara to) 


Pero para todo n>2 natural, se tiene que 

mat 

rat < 
<р КТЕ + 


Por esto, la expresión que se halla entro corchetes 
en la fórmula (*) es menor que T Con esto 
queda demostrada nuostra afirmación. 

3: 
El número total do objetos de todos los arreglos 
os igual a 

RARA la) AR Ho 


bajon ена 7 e +ът]- 
Өл ү ту) + 
A) 


Es fácil comprobar que 
1 


E "Шш Ж i 
2173г а 


“mor 


=D 


Como todos los objetos figuran un mismo nú- 
mero de veces, cada uno de ellos figurará 


N=(n—4) (MX 


x [++ tp] 


vecos. 
Por otro lado, 
(11) (7—1)! e= (7—1) (n--1)1X 
4 1 1 
xt 
++ = (M1) (—4)1x 
СЕ + Hp1]+ 
1 4 
+00 [+ 
por lo cual 
N—(n~1) (1—1) e=1— (14) x 


ПЕЕ 


1 a ¡FE 1<4 
ИТ Ичте т. 
Por consiguiente, № es el entero más'próximo 
а (9—0) (0 


| 
| 
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351. 
Vénso la pág. 53. 


352, 
Uno de los tres obtione n libros. Estos n libros 
pueden ser elegidos do C° maneras. Los 2л libros 
restantes los distribuimos entro las dos personas 
quo quedan. Cada uno de los libros puedo tocarle 
otra, por lo cual el número de formas 
de distribución do éstos es igual a 24m, Como 
n libros puedon ser dados а cualq lo los 


tres, so obtienen 3-22NC 3% modos de distribución, 


ciones distintas, en las que 
k paros dados de letras no se destruyan, ез igual 
a PA n — W1. Estos £ pares puedon ser elegidos 
CÌ maneras. Aplicando la fórmula de inclu- 
siones, y exclusiones, so obtiene el resultado 
requerido. 


354. 
El número 


355. 
"Шр es igual al número do formas de distribuir п 
objetos distintos on ғ cajones. Este número 
es igual al coeficiente de тп en el deserrollo 
de (е®— 1)", multiplicado por nl De aquí 
зо desprendo que 


a 1107421 1531 RA ..] 


es ol cooficionte de zn en el desarrollo de la 
suma de la serie 


(Ay (600— 


106—0... 
Сото 
ааъ =й), (9 
In suma do osta зоо sorá igual aln о ре, 


Por osto, para n>t la expresión (*) es igual 
а сего. 


141194 


350, 

Do la primora casilla, де una forma, de la so- 
gunda, de C?”, ,..; do la А-бвіша, do Cf”. En 
total, tendremos 


857. 
Hay que demostrar 1а desigualdad 


A 
La podemos escribir өп la forma 


(Qn+r) (2n4-r1, Bati) < 
ят (10) nF) 


<2%@—41)...@Ф—-ы) 
п(т®—1)...(л—т+1) 
Esta desigualdad se deduce de que, para 0 
<a h ed 
2n+k 2n—k 
n+k л—Ё 


358. 

Calculemos la suma do los ángulos de todos los 
triángulos obtenidos. La suma de los que tienen 
vértice en uno de los puntos interiores es і 

a 360°. Como hay 500 de estos puntos, a éstos 
los corresponden ángulos cuya suma es igual 
a 360*.500. Ahora tomemos los ángulos cu 
vértices coinciden con los del polígono de 1000 
lados. Su suma es igual a la de los ángulos 
interiores de dicho polígono, es decir, а £80"-498, 
En total, obtenomos 180-1998. Como la suma 
de los ángulos de cada triángulo оз igual a 180°, 
hemos obtenido 1998 triángulos. 


Б 
Cada jugador jugará 4 partidos, habiéndose jugado. 
5 on total. Supongamos que en el primer partido 
el par (a, с) jugó contra el (b,.d). Entancos,.on los 
tres juegos siguientes a debo toner por compañeros 
a b, d, e respectivamente, у no tomar parte en 
el quinto, El jugador e dedo tomar parte en todos 
los partidos, a excepción del primero, siendo 
en el segundo y el tercero contrincante de a. 
En el lugar libre ndo partido se puede 
tomar al jugador с о al d, y en el torcèro, al 


® 
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ra l pri- 
dores de 15 


360. 
El número de quebradas cerradas es igual 
(véase la pág. 92). 


зв. 
Cada quebrada se determina por las coordenadas 
de sus vértices. Estas coordenadas forman una 
sucesión finita del tipo 


(а, bi), (dí ba), (аз, Da), (аъ Da), -> -r (Gns М), 

о bion 

(о, М), (аз, Di), (аъ da), (аз, Dado н (а Ва). 
Estas sucosiones so dotorminan fijando las permu- 
taciones (as, « » s» Gn) Y (bi, » = >» Ön) 0 indicando 
a cuál de los dos tipos реба la suceión. 


Como una pormutación cíclica de las coordonadas 
no cambia a la quobrada, el número de éstas 


(муз 
es igual a GE, 


єк» 


562. 
Dividamos los sonajeros en clases, haciendo 
portonecor a la m-ésima a aquellos para los cuales 
bl mínimo número do bolas azules entre las 
dos rojas es igual a т. Para т == 0, hay 4 sonajoros 
(la tercera bola roja está junto а las otras dos, 
© está separada de ollas por una, dos o tres bolas 


azules). Para т = í, у dos bolas rojas, separa- 
di una azul. La tercera bola roja puedo 

ima por una, 
m= { hay 
‚ tendremos 
, hay 8 tipos. 


arada do la roja más pró. 
dos o tres azulos. Por esto, 
З tipos de sonajeros. Para m= 
sólo un tipo de sonajoro. En total 


363. 
Supongamos que uno delos рг 
lo X — tieno т conocidos 
hipótesis, no hay dos personas 
т ат QUO Se conozcan с 
узсе? con X). Por esto, para dos personas 
cualesquiera ap, ay debo existir otro conocido 
común. amén do X` Esta persona no puedo cono- 
cerse con X, y a dislintos pares les corresponderán 
distintas personas (si alguien (тезе conocido 
común para dos pares diferentes (ap, ay) y (ар, а), 
tendría con X por lo menos tros conocidos comu: 
nes). Así, pues, el número de todas las personas 
que no эё conocen con X по es monor que el do 
todos los pares de personas de entro las ац, ... 
2% ч Gm, ёз decir, no es menor que CP. 
Por отд lado, cada persona que no so conozca 
соп X tiene con él exactamente dos conocidos 
comunes, se sobreentiende, entro los а, ~ ар. 
Además, a distintas personas les corresponderán 
distintos pares (si un par (ар, аз) correspondioso 
a dos personas diferentes, a; у ау tendrían más 
de dos conocidos comunes, por cuanto son cono- 
cidos también con X). De aquí ве deduce que 
el número de personas que no so conocen соп 
es también no mayor que Ср, рог lo cual dobe sor 


igual a ср 0—0. poro entonces el númoro 


tes — Mamómos- 
ат. Por 


sí (ya que 


total n de presentes osigual a 14m 22D, 


Considerando la igualdad ami 2000 


como una ecuación cuadrática con respecto a т, 
vemos que ésta tiene sólo una raíz positiva, 10 


cual significa, precisamente, que para todus las 
personas el número т de sus conocidos os el mismo. 


364. 
La verificación demuestra que la permutación 
de dos letras vecinas А y В no cambia el producto 
(ез suficiente analizar as combinaciones AA B. 
ABB y AABB). Por esto, se puedo considerar 
que primero van todas las letras A, у dospués, 
todas las B. Pero entonces la afirmación se haco 
evidente. 
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305 
Еп cada vortical y en cada horizontal hay una 
torro. Por osto, cada uno do los números а, b, 
сй , al igual q 

2, , 1, 8, figurará en el producto exact 
me una vez. Por esto, el producto es igual 
а B! abedefgh. 


866. 
Supongamos quo se han reunido 5 miembros del 
Comité do Organización. Por la hipótesis del 
roblema, éstos no tienen llaves por lo menos 
Де una cerradura, y la lave do ésta Ја tienen 
cada uno do los sois miembros restantes. Como 
esto tione lugar para cualquier combinación 
de 5 miembros, ol número total de cerraduras 
es igual a СИ! 462. Como para cada cerradura 
hay seis llaves, la cantidad total de éstas es igual 
a 402.6 == 2779, teniondo cada miembro del 
252 llaves. 


do la Comisión, а 721 су. 


307. 

Aclaromos primero cuál es la mayor longitud de la 
cadena, tal que después de romper k eslabo 
во pueda obtener cualquier peso de 1 a л. Ал 
cemos, para esto, cuál es la disposición más 
ventajosa de los eslabones abiertos. Como el 
número de éstos es igual a k, con ellos зе puede 
obtonor cualquier peso de 1 a è. Pero ya no podro- 
mos obtener el рево k + 1, sin utilizar una parte 
más. Está claro que lo más ventajoso es que esta 


A (HA. 
HAA (4) е А (1) (2—4) m 
= (кы)у—1. 


Do osto modo, si 2м < n «2% (k + 1), 
pana arreglarnos con k rupturas, pero será 
imposible areglórslas con & — 1. En particular, 
сото 2.3 < 60 «< 2.4 — 1, para una cadena 
de 00 eslabones hay quo abrir 3 de ollos, obtenien- 
do los trozos de 4, 8, 16 y 29 g. 


Si so utiliza una balanza de dos platillos, a los 
k eslabones abiertos hay quo agregar el trozo 
de peso 2% -+ 4 (poniéndolo en un platillo de Ја 


balanza, y los eslabones restantes, еп el otro, 
podremos obtener cualquier peso, de k + 1 а 2%, 
y colocándolo conjuntamente con los eslabones 
restantes, cualquier pego del 2£ + 1 3k + 1). 
Los trozos restantes deben tener peso 3 (2 + 4), 
9 (ФЕ + 4), >... ЗА (2k + 1). Con éstos во puedo 
obtener cualquier peso, del Я al 


4 [(244)+3(2% 44) +... +3M(2%-4-4)]= 
= шыу), 


En particular, para una cadena de 60 g hay quo 
abrir dos eslabones, obteniendo trozos de peso 
5, 15 y 38 g. 


368. 
Si z, al dividirse por 7, da restos 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 22 dará los restos 0, 1, 4, 2, 2, 4, 
vamente. Por esto, 22 +- y? so divido por 7 (y, con 
mayor razón, por 49) sólo on el caso en que z e y 
se dividan por 7. Por esto, el número do pares 
(teniendo en cuenta el orden), es igual a 


[2 (59) == 20 164. Si no so tiene en 
cuenta el orden, se obtiene С} = 10 153 pares, 


369. 


Si el número dado es igual a 10а + b, sumándolo 
con ol múmero escrito con las mismas cifras 
en orden inverso, se obtiene 11 (a + b), Como 
esto es un cuadrado perfecto, y 2 < a + b < 18, 
será a-t b= 14. Obtenemos 8 posibilidades: 
29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92. 


370. 


Las tres primeras cifras del número son arbitra- 
rias, y la última toma uno de dos valores (dotor- 
minados рог el resto de la división do la suma 
de las tres primoras cifras por 3). Por esto, si on 
algún lugar se fija una cifra, las demás se pueden 
elegir do 67.2 = 72 maneras. En consecuencia, la 
suma dolas cifras de la primera columna ов igual 
a 72 (1 + 2+ 3 + 4 + 5 + 0) = 1512, siendo 
la suma de todos los números igual a 1512 + 
+ 151204 151 200 + 4 512 000 = 1 679 832. 


зи. 


En el último lugar puodo haber una de las cifras 
0, 2, 4. Si se fija una de ellas, los lugares segundo 
y tercero pueden ser ocupados por cualquiera 


14 
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de las seis cifras, у el primero, cualquiera de las 
cinco 1, 2, 3, 4, 5. En total, зе obtionen 3:5-6:6 = 
= 180 posibilidades. Por consiguiente, la suma 
de las cifras de la primera columna os igual 

80 == 1080. Anólogamente se halla 
que дө las cifras de la segunda columna 
es igual a (4 -+ 2 3- 4 + 5) 900 = 13 500; 
de la tercora, 135 000, y de la cuarta, 1 620 000. 
En total so obtiene la suma 1 709 580. 


ЕЙ 
La ocuación z + у = k tieno & — 1 soluciones 
enteras, quo satisfacen la condición 1 < 2,4 < y. 
Por esto, la desigualdad | z | + | y | < 100 tiene 
1000 
а Y (1) =1 998 000 
А 


ез, para las cuales | = | 30 e | y | 0. 
Además, esta desigualdad tieno 3996 solucione 
para las cuales una de -ógnitas es igual 
а cero y una solución del tipo z= 0, y= 0. 
En total, ex п 2001 997 soluciones. 


373. 

Si se agrega a los vértices de cualquier polígono, 
que no contenga el punto 44, este punto, so obtiene 
апо que contondrá A, Con esto queda establecida 
una correspondencia biunivoca entre el conjunto 
до todos los polígonos que no contienen А, y una 
parte del conjunto de los que lo contionen, En este 
caso no hay ирин que correspondan a los 
triángulos, uno de cuyos vértices es As. 

Por esto, habrá más polígonos que contengan 
el punto" А. 


374. 

Al cabo do un número par de jugadas, el caballo 
iede llogar а casillas do un mismo color que 

ча punto do ыа Nos será más cómodo 
irar ol tabloro 45° y representar sólo las casillas 

fi esto color, sustituyendo cada una por su centro. 

“que el caballo 
do ropresentarén por 
do estas 


soluci 


Al cabo do 2n jugadas, se obtendrá una figura 
que se dividirá en un cuadrado do lado án, ol que 
¿A 


Eig. 42. 
+++,» 

...o ooo. 
+оо зз», о 
cooo..oo..o. 

e. oo..oooooo.o 
+++» зв» ә» ә» оо у 
.oooon..oo...o 
oo noorno.o... 
co. .oonoooo.o 
e.....oo.... 

coo n...o. 

roo .o.. 

++» 

Fig. 43, 


contendrá (án + 1)* puntos, у 4 trapecios, сай 
Sao de los cuales e 


(4n—4)+(4n—3)+ +. +(2n4+1)=30% 
puntos. En total, obtenemos 
1202 + (4n-+1)2=28n8-+8n-+4 


puntos. Así, pues, al cabo de 2n jugadas, n >1, 
el caballo puede llegar а una de las 28m + 


+8n 4 1 casillas, 
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375 + 

Si so toman las tornas que contienen un mismo 
olomento, digamos ést arán la con- 
dición plantead do éstas 


igual a Сце = 1 907 481. Demostremos que no 
es posible escoger un número mayor do ternas 
quo tengan dos а dos un elementos común. Supon- 
gamos quo hemos escogido № > С} do estas 
ternas, y que (а, b, с) es una de ellas. Como 
cualquiera de las Л — 1 ternas гози 
por lo menos un elemento común con 
resulta que por lo menos para uno de los elementos 


NA 


a, b,c, digamos, el a, existirán 


3 
lo contengan, siendo 1—1 > 635 808. No más 
de 3906 as contendrán, además de a, uno 
de los elementos b, e. Por esto, existirá una terna 
del tipo (a, d, e), siendo d y e distintos de b, ус. 
Análogomente, existirán ternas del tipo (a, /, £) 
y a ho) Ва у g distintos ае, de 
a e 

Y Cudliquiera! de las iv еб заз dadas tiene por 
lo menos un elemento común con cada una de las 
cuatro ternas (а, b, c), (a, d, e), (a, f» 8)» (as ho f). 
Está claro que uno" de estos elementos debe 
sor el a, puesto que, de otro modo, la terna con- 
tendría cuatro Slomentos distintos, lo cuales 
imposible. Do esta manera, todas las ternas con- 
tienen ol elemento a, por lo cual su número 
no supera a СД, contra la hipótesis. 


tornas quo 


sucesión dada contiene 9 -+ 2.90 -+ 
~+ 8-90 000000 -+ 9 cifras. Cal- 
moro do ceros do la sucesión 
10°. Escribamos todos los números 

Я en forma de números do nuo 
cifras, agregando delanto la cantidad necesa 
de coros (por ejemplo, 000 000 009), y sustitu 
mos el 10% por 000000000. Como resultado, 
ве obtienen 9.109 cifras, figurando cada una 
do ellas tantas veces cuantas cualquier otra. 
Por esto, tendremos 9.108 ceros. Pero entro ellos, 
una parto fue agregada por nosotros: 8.9 ceros 
jara los números do опа cifra, 7-90 para los de 
jos, otc, Si los eliminamos, "quedarán 9.10 — 
—8.9—7.090—... — 0? ceros. Es fácil 
Vor que esta suma es igual а 2-9 + 3-90 +... 
‚. + 8:9-107, es decir, al número de cifras 
86 Ла primera sucesión. 


377. 

Si la suma йо las primeras cifras es igual a k, para 
К< 8 tendremos (£ + 19 números con la pros 
piedad indicada, y рага k> 9, (19 — k)? de 
estos números. En total, se obtionon 


2(%+... 4-92) 4+-40*=670 números, 


378. 
Desiguemos el conjunto de asignaturas, on las 
que Ө айша) ө obieno 5, medianto Де. Todos 
estos conjuntos están formados рог ло más 
de 2n elementos, зіп que ninguno soa parto del 
otro, según la hipótesis del problema. Dividamos 
estos conjuntos сл clases, haciendo pertenecer 
a la xésima los formados por k olomentos. Sea 
r el mínimo número de elementos en los conjuntos 
de nuestra colección. Demostromos que, si ғ < п, 
зе puede sustituir 1а colección dada do conjuntos 
por otra, do forma que 

а) ningún conjunto de la nueva colección sea 
parte de otro; 

b) el número de conjuntos en la nueva colec- 
ción sea mayor que en la inicial; 

с) ol mínimo número de elementos еп los conjun- 
tos de la mueva colección sea igual а r+ 1. 

Tomemos para esto todos los conjuntos forma- 
dos por r elementos, y agreguemos a cada uno, 
de todas las formas posibles, uno de los elementos 
que по le pertenecen. Dejemos los conjuntos 
restantes de nuestra colección invariables, Está 
claro que, después do esta operación, obtondromos 
una colocción en la que el mínimo número de 
elementos de los conjuntos será igual a r- 4, 
Además, ningún conjunto до la nueva colección 
sorá parto do otro: si el conjunto В contuvieso 
el nuevo conjunto A”, éste contondría también 
el conjunto А de la r:ósima clase, del cual fue 
obtenido A” agregando un elemento, 1: 
contradico а la hipótesis. Obsérvese, adom: 
que pinguno de los nuevos conjuntos coinc 
con los dados inicialmente. Por ejemplo, supon- 
gamos quo el nuovo conjunto fuo obtenido agre- 
gando К elemento т al A. Si éste coincidieso 
con un conjunto В dado inicialmento, esto signi- 
ficaría que B contiene A, contra lo supuesto. 

Nos queda demostrar que el número do nuevos 
conjuntos es mayor que el de los ínicialos, Рата 
esto, obsórveso quo para cada conjunto А do la 
résima clase hay 2л — r el que по le 
pertenecen, por lo cual ве obtienen de ésto 2n — ғ 
conjuntos nuevos. Pero algunos de ellos coinci- 
den entre sí (por ejemplo, de los conjuntos (a, 5) 
y (b, г) se puedo obtener, agregando un elemento 
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el mismo conjunto (а, b, с)). Pero un conjunto 
dado de r + 1 elementos sólo do (r -+ 1)a forma 
puedo ser obtenido de conjuntos que contengan 
т. olomentos. Por esto, si el número de conjuntos 
de la rásima close cra igual a т y de éstos зо 
objuvieran p nuevos, conjuntos distintos, será 
m (2п — r) < p (r + 0). Como para r<n so 
Teno que Б. dodo АШ do dedos 
que m < р, es decir, que el número de conjuntos 
aumentó. 


етер, 
ота 
jo. De la 


рот," elementos у que contiono mayor can 
tida 


е 
en otras palabras, en la escucla по hapja ш 


379, 
Llamaremos elementos de primera especio a los 
m primeros, y de segunda especie, a los segundos л. 
Dividamos todos los arreglos do т + n elementos 


tomados de а г on clases, haciendo pertenecor 
в la k-ésima los arreglos on los que figuran exacta- 
mente k olomentos de primera especio. Entonces, 
la k-ósima clase contiene СЁА APA arreglos. 
En efecto, podemos olegir de С? formas los lugares 
en los quo estén los elementos de primera especio, 
después do lo cual llenar de А modos estos luga- 
ros соп elementos de primera especie, y do AFA 
modos los y ~ k lugares restantes con elementos 
do sogunda especi 

De csta manera, el número de arreglos de m + n 


т, 
olomentos tomados do a res iguala У) CLARA PA 
© 


о, еп las notaciones сопуспійаз, a У) CRM» №. 
кз 
Pero esto no es otra cosa que el resultado de abrir 
aréntesis en la expresión (M + Мут y sustituir 
fuego los exponentes por subíndicós. 


Obsérvese quo ol número do arreglos do la 
késima clase puede sor calculado también 
escogemos А elementos de primera especie, y 
т — k do segunda y pormutamos de todas las 
maneras posibles estos elementos, Esto se puedo 
ofectuar de P (k, r— k) АРАт-к= СТАРАТА 
formas. 


380. 


El exponente de grado 8 puedo ser formado do 
siguientes formas a partir de los exponentes 2 y 
ВЕ 2+ 2+ 240=24+340, Esto signi 
fica que si se denota 2 mediante y, y 23 mediante 
2, el coeficiente buscado es igual a Га suma de los 
coeficientes de yt e yz? en ol desarrollo de (1 + y — 
— 3)". En virtud de la fórmula de elevar un poli- 
nomio a una potencia, oste coeficiente ов igual 
a P (2, 2, 2, 2, 1) + Р (3, 3, 2, 1)= 878, 


381. 
Se tiene que 

pri (ауа 
++... A 
Por esto, ol coeficiente de тт es igual a CH}, — 
Сы, si т< k, y СУД, si m > №. 


382. 

Tenemos que 17 = 7 + 5 + 5, y 48 no se divido 
еп suma de términos positivos, múltiplos de 5 y 7. 
Por esto, тї? figurará con cooliciente CPCP 
=3420, y 211, con coeficiento coro. 


у on el desarrollo do (1—22-+-2%)1000, un сон. 
ciento de 


—сиөсүз-+срөсү"— Coge, 
Está claro que el segundo coeficiente es mnyor 
зв. 

Зе da que 


A) 
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уу  —_————-.——.——_ 


Domostremos primeramente que ам = am-k. Para 
esto, hagamos 2, y multipliquemos ambos 
miembros de la igualdad por ул, Obtendremos 
que 
(уву) atada. (99) 
Comparando los desarrollos (*) у (**), so ob- 
tiono que 
= ал-һ. 
'Sustítuyamos ahora z por —z. So obtendrá que 
Urpin ag azda... Hamzan, (999) 
Multiplicando los desarrollos (+) у (***), зе de- 
duce que 


“ 
аа Y) (1) Maga аара... 
— 


nea Harao) ah, "= 


Es ovidente que el desarrollo del primer miom- 
bro de la igualdad contione sólo términos Con 
cias pares de z, por lo cual el coeficiente 
jo stn-2 es igual a cero. Poro оп el segundo 
miembro el coeficiente de 22772 сз 
— (00m 1 — 41020-21 @и-э—. 
= — (аин — 03-03 
Queda así demostrada la igualdad a) 
Obsérvese ahora que el desarrollo (+e**) so 
representar, según la fórmula (*), como 


ama) 
922-40). 


04-22426) е ар arar... Hagin, 

Do aquí so deduce que el coeficiente de гїл on 

este desarrollo es igual а an. Por otro lado, 

según la fórmula (**®*у, éste ба igual a 

Фу — Mtini + Ana ++ «an = 
O 4—1) aR. 

н ы у en la drma a PI 

ауп ({— у" (agt az аза... aaan), 

ре aquí se deduce que 

1024030 


+(—1у Cia 
=@—С#+биа—...+(—1у"Сшлух 


Ж (доа аз... --ам?л). 


Si г no se divide por 3, el cooficionto de 2 en 
el primer miembro es igual a coro, En el segun- 
do, el coeficiente de т” es igual а 


Саа Саа.) Chao. 


Por consiguiento, esta expresión es igual а сего, 

si г no se divide por 3, y a (—1)* Ch, si r= 3k. 

Con esto queda demostrada la relación с). 
Haciondo on el dosarrollo (*) z=1, se ob- 

tiono que 

аена ы 3". 

Haciendo = =1 en el desarrollo (++), tendremos; 

A 


Sumando y restando estas igualdados, so obtio- 
nen las relaciones d). 


385. 

Se tienen С? términos dol tipo 2}; 20% del tipo 
zin і 2 k, у C} del tipo агуу, (4 j, LÆ ka 
j = k, habiendo, en total, (7 +203+4-0% térmi- 


336, 


Tenemos que 
tr EE ыша чуу 
х@—1у®= (tnem) (142040 


тат 


387. 
Como СААН 25 cry t= onzi, ol pri- 
mer miembro de la igualdad se puedo oscribir 
еп la forma 
n(r+t =: ninr) 
tle 8), 
A er т; 
Gr) O тшу 


212 


388. 
El número de arreglos con repetición de л olomen= 
tos tomados do а 3 es igual a n*. Dividamos 
estos arroglos on clases, haciendo pertenecer 
a la д-ёзіша los que contienen exactamente № tí; 
distintos de elementos. El número de arreglos 
de la primera clase es igual a CP, el do la segunda, 
ер бау n formas de olecelón del olemento 
gura dos veces on el arreglo, п — 1 de tomar 
¿ue figura una vez у, luego, tros permutaciones 
de ostos elomentos), y el de la tercera, а AP = 6CP, 
En total, tendromos CP + 6CP + 6CP arreglos. 
Do aquí во deduce la primera relación. Para demos- 
trar Та segunda, dividimos análogamente en clases 
los arreglos con ropotición que contienen рог lo 
monos un elemento de un tipo prefijado. Se 
obtiene asf quo 


(n41 —nt=1 46074003, 
de dondo se deduco, precisamente, la relación 


389. 

So demuestra өп forma totalmente análoga 

a la afirmación 388, pero se toman arreglos con 
ión de elementos de n tipos tomados 


390. - 
Tomemos la igualdad 


(hr 8) ll нь жу. 
mc tn Д, 


Sogún la fórmula del binomio de Newton, ten 
dremos que 


Ga VD (1 V+ 
HO VD) e 
2 11034007 

e e —1 YB (07303 +...1). 
Ц lando las partes real e imaginaria en ambos 


rminos, obtenemos las relaciones que queria- 
mos demostrar. 


ЕТИ 
Tomemos la identidad 


2) 04 Се +O Chad Chan 
y hagamos en ella sucosivamento === 1,76, 22, 


siendo в==соз 27. 4. (воп 2, por lo cual e24 


+641520. Se obtiene entonces: 

2л С). 

-е)п= С0+-С1е 4-де... Спе", 
едут С Ства С7вв--... 1 Слез, 


secuencia, 
mode (143 (CGE O, 
Como 


е (со, HE rsen ЖЕ 


a а 
=cos Hiseni, 


hot а-о q — 1000, 
tendremos que 
Den Hean 2m2 сов ЛЯ, 
De aquí so deduce, precisamente, que 


CH OG HOR Eco e (204200877) . 
Las otras dos igualdades so obtienen en forma 
análoga a la anterior, Considerando las sumas 
A A E 
Феи ча)" 
La igualdad d) so deduco апі to, anali- 
e a ад 
En 
Tonemos que 

23) 


ап а) 2, с 2. 
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jlinomio son positivos. 


Los costicientes do esto 
lo tendrá para z=1. 


Por esto, su mayor y 
Fate valor os igual a 


303. 
So tione: 
n » а 
пт) _4 -x n Сты 
х = SN е 
ш (7 ” 
mit 
“anpi 


a 
Gl фу zinta) 
[СЕЛ 2 G= = 

Má DS фаса 
„= лан 

жа 
n 

GMH Sh „ы 

== + х тне 


y 
Sı 0102 _ тр жү (abla „аный 
РК н ш rr 0 
= ea a 
(002 чу сената (a)? ona En 
= Y opony = 4+1_п+е+1_ а+у+ї 
al 3 аг сені Н ТЕНИНЕ 
=®Н. э 
СЕП = 
ж m-a Dinga) 
ә la n= z(—Mín+g—2 
La, suma del pri ег miembro de la igualdad se 3#- o 


an 


AL mismo тй es igual la suma del segundo 
miembro, 


305, 

Se Чия quo 
с} zari) 
Aa e- 


Бона D o- 
(2n—1) С 3 * 


Аһога Меп, aplicando la identidad 
2(:—1)=(n+9—241) (049-242 + 

а) 1802000 240), 
se obtiene, que nuestra suma + igual a 


n 

(а—2и нсана 

ley оз 

онеки, снн 
= 

+49 (0+9+1) “2 arj- 


(а—2у 
EET 


204940) (441) Н 
+(@+4 (14441) Ст). 
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Sustituyendo los valores de CHt9H, CpHqH, 


Кр! y transformando la expresión, so obtieno 
Ja fórmula requerida. 


398. 
Sabemos que Сс} = к-С}. Como 


ат A A O 

de aquí so doduco que 

а (14а) 00-Е... 
Бабата (ө) 


(el lector que conozca el cálculo diferencial puede 
¿obtener esta fórmula derivando término a término 
ambos miembros do la igualdad (*)). 

Multipliquomos los desarrollos (*) у (**). 
Obtendromos que 


п 42)... Сату 
х(С{+...+ бе). 
Comparando los coeficientes de en ambos 


miembros de esta igualdad, se obtiene la relación 
que se quería demostrar. 


399. 

Tomomos todas las n-combinaciones соп repeti- 
ción de elementos de n tipos. El número de éstas 
es igual a Свт. Dividamos estas combinaciones 
en clases, haciendo pertenecer а la k-ésima aque- 
Паз en las que figuren elomentos de exactamente 
k tipos diferentes. En la késima clase habrá 
CRC5iZh combinaciones (elegimos, do CR modos, 
log k tipos de elemontos que figuran en Ја com- 
binación de esta clase, y de los elementos de los 
k tipos dados podemos formar СХА n-combina- 
ciones con ropotición, en las que figuren elomentos 
do todos los k tipos). De esta forma, tenemos 


que cami 3 їс. 


Expresando los números Сїтї, Сї, CA 


mediante factoriales, so obtiene la relación ceque- 
rida. 


400. 
La igualdad a demostrar puede escribirse азі: 
ea... C, 


Para demostrarla, tomemos todas las r-combina= 
ciones con repotición de elemontos de n tipos, 
y һаПешоз de dos formas ol número de todas 
aquellas que estén formadas solamente por ele- 
montos de distintos tipos. Por un lado, este 
número es igual a CP. Por ol otro, el númoro 
iones Сов repetición, „formadi 
mentos de n ti 'las que pi 
iguron dos veces oloméntos de k tipos 
dados, es igual a Cp+57%-1, Como estos К tipos 


Fusion ser escogidos de С maneras, aplicando 
a fórmula de inclusiones y exclusiones so obtiene 
la relación que queríamos demostrar. 


401. 

a) Hagamos 5,== СВ 268-368... 
+ + «+ пс". En virtud de la igualdad С = Cia, 
tendremos que Sp = пС + (п — 1) СВ... 
-.--+ Chi. Sumando, obtenemos 


25„= п |6}+С+...+Сй=2"а, 


г lo cual será Sp =2m-in, 
BJ ре la misma Torma se establece que Sa= 
= (n41) 21, 


aa 
e) 520. 
9 5 Tiene: 
Sn=4 (042074... +nCh)— 

нс +...) 20102044, 
g) So tiene que Ст =CRZ{ 4-07". Рог esto, 
A HE+ 
43033)... HIA? под 
орно 1-0-0 ср 


Esta, suma es igual a 4 para n=1 y a 0 para 

hy Esia suma es Igual a 

з= ОНО Ба 
та 


nti 
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(4-2) (4-4) onta 


D Como ta СЕ es 


igual а 
= 1 n2 agnt 
pra E ed +... 
2 
A ету) 
X 10742034... 4 (942) Cp: a 
с... 
Aplicando los resultados de los ш ауу 
b), ве ч que 
5„= ЕЙ ppe a+ 
= 2d 
FIMFF 
j) Escribamos la suma en la forma 
Seppia Hne 


esta suma es 


rn 

api’ 
puesto que la expresión entre corchetes es igual 
al. 

k) Si п es impar, será 5, 0, у si n=2k 
(—1)AC2, Para demostrarlo, 
su que multi; w los desarrollos do (1 + z)? 

че ту hallando luego el coeficiente de тт. 
402. 
El mayor, gooficiente del primer desarollo es 
Ln (о de at сЗ). Este es igual 
аР (8, 


4 ado. En от o segundo, desarrollo 
eh payor sorá ol coeticiente P (4, 4, 3, 3) de 
а 3 


208. 
Según la fórmula del binomio de Newton, ten- 
diremos: 

1 


ау „+ 


n+) IER 
mí 


[Ы] 


Por esto, el cooficiente Yn de т" os igual a 


4-3... (2n—1).2n (2л) 
yy A A ‚сї, 


Para (1-42), tendremos, en virtud de la 
fórmula del binomio de Newton, el desarrollo 


ames 


¿HEHE to 


x(—42)9=14+ J; 
тл 


Pero 


олу 
Чыў 2910) = 


2 (2п—2)! 
п То а A 
Por esto, 
1 
teo Y Fet an, (+) 


ms 
dondo hicimos Yo=1. 


п Moptápliguemos Jos desarrollos (+) у (өө). 
btendremos que 


sat Ула) Jan. 


De aquí so deduce de inmediato la igualdad a de- 
mostrar. 
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b) Elovemos el desarrollo (*) al cuadrado, Se 
obtiono que 


@—%улз=(+ 5 Yna)? = 
©“ 


mio AAA A 
PA E DA AA 
HYY) п... 


Сошо 
(heyi а par. Балаа 


so obtiene йс inmediato la igualdad а domostrar. 
e) Elévese al cuadrado el desarrollo (**). 


405. 

Designemos los números pares con la lotra 
Р, y los impares, con la I. Los primeros 4 elemen- 
tos de la tercora fila tienen una escritura IPIP, 
los de la cuarta, ТЇРЇ, los do la quinta, IPPP, 
los de la soxta, ШР, у los de la séptima, IPIP: 
Después de esto, el ciclo se repite (los primeros 
4 elementos de cada fila se determinan por los 
primeros cuatro de la precedente). Por esto, еп 
cada fila habrá por lo menos un número par. 


406. 
Demostremos que cada fila del triángulo es una 
progresión aritmética, y la suma de los elementos 
lo la file que estén igualmento alojados de los 
extremos se divide por 1958. La demostración 
la haremos mediante inducción con respecto 
al número de la fila. Рага la primera, la afirma- 
ción es evidento. Supongamos que ésta fue demos- 
trada para la л-ёзіша. Tomomos tros elementos 
vecinos a, a + d y a- 24 de la mésima fila 
En la fila n+ f, a éstos les corrospondorán 
los olomentos 2a +d, 2а + 3d, la diferencia 
do los cualos es igual а 2d, Por lo tanto, en la 
fila л -+ { so Чопо una progrosión con diferon- 
cía 2d. Para hallar la suma do los elementos 
do esta fila quo so hallon а igual distancia de los 
axtromos, өз suficionte hallar la suma del primero 
y del último. Poro si los dos primeros elementos 
do la n-ósima fila son iguales a a yb, y sus 
dos últimos, a с y d, la suma de los elementos 
primero у limo de la (n + беша fila será 
a (a+ b) + (e + d) = 2 (a +d), por lo 
ua tosis do la inducción, во 
divido por 195 lo tanto, para cualquier 
fila la suma de los elementos primero y último 
ве divido por 1958, Entonces, esta propiedad la 


cúal, según la hij 


también la suma de dos olementos do Ја 
ima lila, es decir, el último elemento 
tabla 


а) Demostremos la igualdad medianto induc- 
ción con respecto а л -- т. Supongamos que 
рага todo k y з, tales que k+ s< n- т, 
ya fuo demostrada la igualdad a). Entonces, 
dromo: 


“пут = Чата афтед ==. 
= 1лит-1 пит Ungum- + Шайт == 
m tnos (Um + umea) Up (ит + tea) == 
= аит unum (8) 


1 la igualdad (*) so com- 
ésta @ válida. para todo 


Como рага т + 
prueba directamente 


тул. 
Б) Efectuemos la demostración mediante ind 


ción con respecto a k. Рага k= 1, la afirma- 
ción es trivial. Supon; оз que fue demos- 
trado quo uyy se divide por um. Según la igual- 
ded (*), tendremos: 


шант = Атат = Yamil + Uhmm 
рог lo cual шоу лэм también зе dividirá por um, 
Por inducción: concluimos que todos los tm ТӨ 
dividen por um. 

с) Supongamos que up у u+, se dividen por 
ki. Entonces también unni = ик — Un 50 
dividiría por k. Continuando este razonamiento 
obtendríamos que ш = 1 so divido por k, lo cual 
es imposibl 


108. 
Designomos el máximo común divisor de los 
números a y b mediante (a, 5). Do la igualdad 
limon = П-р шын S8 deduce que 
(um tnr Un) ез divisor бе и, -ium у, COMO ш„ Y Unnt 
Ку едк деды Тү: АНОРА e 
Reoíprocamente, (tp, un) es divisor do Um: 
Por esto, (a )= (umin, Un). Pero entonces, 
9, 


= k será т == (üm, ша). Aplican- 
Da dci de "Кү Уел Еле] 
do que (‹ 


de que (иб шт, ду. En particular, (ион, 


409. 

Tomemos la sucesión formada por las últimas 
cuatro cifras de los números de Fibonacci, Como 
la cantidad de números de cuatro cifras del 
tipo 0000, 0001, . . ., 9999 esigual a 10%, la canti- 
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dad de pares de estos números será igual a 10", 
Por consiguiente, entro los primeros 100 000 001 
números de Fibonacci habrá dos pares (и, um) 
Y (Up Un +1), n > m, tales que üm y Un, al igual 
que umi Y шз tengan las últimas cuatro cifras 
iguales. Pero” entonces, los números uy — ит 

Uppi ™— Umi: terminarán on cuatro” ceros. 

ошо 


Чаа Ите з (Un 91 — Отн) — (иң — im), 
también in-s — л terminarán өп cuatro 
ceros. Si continuamos la disminución del subín- 
dice y tenemos en cuenta quo ше = 0, obtenemos 
que el número Un-m termina en cuatro ceros. 


йб. 
Supongamos que 
FOS Uns Ша, Untz 
mediante un Y unsi: 
бте Und Usd) Шла Un + 2tini gy 
Unse = 20 + Bla 
по Ва E unti, Usa =$ Ви, от 
EA 
En consecuncia, la suma de estos números es 
igual а 2ш ч-89шъы. Pero unae 13и, ина 
йн Эш De da desigualdad шу 


ы + Edna Lino queda claro que 21024 
Sisun, no ез un número de Fibonacci. 


һап escogido los núme- 
э азу. Expresémoslos 


441. 


La afirmación a) se demuestra por inducción. 
Para n==1, ésta es evidente. Supongamos que 
son válida para n: 


tut... Plan nl. 


A 


emos ums: a ambos miembros de la 
а. Como шы +; + Чөн = Man, 20 0bti0- 
no шщ + T Umts ора — 1. 
Queda sel domostrada жна або аса Anilo. 
gamente so demuestra la afirmación b). 
La afirmación с) bién se demuestra me- 
diante inducción completa. 
'bsérveso que 


Para demostrar la 
Uhti ааа т Шипа 
шпн (иан — Un) ИШ = tingting — ий, 


ве Fr ш — Uninen йу" [u] — uoua] = 


Demostraremos conjuntamento las afirmaciones 
e) y f). Para n= 1, éstas son ovidontes. Supon- 
gamos que ya fueron demostradas para n= k, 

п virtud de la afirmación d), tendremos entonces 
que 


"ша шашу маан алышам 
= —1-+ шнш tants 1 == и}; 
y que 

шш... ална оаа 

= Шалена = араада = Шу 1. 
Por consiguiente, estas afirmacionos tienen lugar 
también para n=k-+1 y, en consecuencia, para 

n, 

Para demostrar la igualdad g), obsérvese que 
en virtud de a) y b), 4- us. да 
A дай ш, эй 
GHD шша... на азн 

=н (4-3) лана 1 == —(л--4). 
Сошо la igualdad g) es válida para n=4, ésta 


Lo será todo п. У 
ва relación b) зе deduco sin dificultad de que 


Я чан 
7 Flan СЄ. 


Para demostrar la rolación i), hagamos m=n 
on la fórmula tngo ыз ln шьш Oblen- 
dromos entonces quo in ии $ Up == 
«uña — ш, Do “igual torma 58 demuostra 
дро лыд Huha Haciendo on la misma 
fórmula m = 2n, so obtiene que 


Uan == Un fig + Unting = 
DA (A = 
Uh UR o 


Su A que un ŞAN < ип. Entonces será 
ра ла тсы. Виста та 
*<п—1{, tal п. <и < ups. Poro 
entonces ' será 0 < N— unus < P 


<N—un 
además, 2—1 < n—2. Al'cabo 
obtendremos quo N=un+us+up+ 
y los subíndices vocinos n, s, P 
Tenciarón entre sí por lo monos 
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из, 

Esto númoro de formas es igual al cooficíente 

de z* on ol dosarrollo de la expresión 

(@+=+... + т?) Mba... 420) Ина... ha) 

=(1— т) (12491) (атн) (1 2) 

араа ert A+ 34620 
Ср) 

Como р< 4+7, sorú р<з <, r <s, y esto 

coeficient tondrá Ja forma 

Ора CEPA Opt Cpe = 


MOT eette) 
җе 2 2 


в—я+1@—)_@—т+1)з— 
Eon ETE, 


Abramos paréntesis y consideremos quo p-+9-+ 
“+r=2s, Después de ofectuar transformaciones, 


so obtiene 224-241 Борт 


44. 

Si а-г <р, зегй ая r< s, pero p> s, por 
фо cual ol cosficionte sorá igual a Ср — 68 — 
— cy, De aquí se desprende nuestra afirmación, 


из. 

Todos los objotos se pueden permutar де (pg + т)! 
maneras. Después de esto, escojamos г personas 
do entro р, las que obtendrán q+ 1 objetos 
(йе C? modos) y repartamos los objetos en orden, 
jando a cada una persona g o q +1 de ellos. 
Como ol resultado по depende dol orden de los 
olomentos en los grupos, habrá que dividir 
A (0-41) (00)? (4+Е1)". 


440, 


a 
Como Y {= п = 0}, será 
st 


a u 
1= 


К 


и da 
= $ Cite Cir, Después, tendremos У X 
A Н =“ 
„п s 

хў Ў а= у) Heo, 
СС 
De aquí queda claro que la suma calculada 


es igual а Chip. 


417. 


з, 
оа күн ааа 
з evidento que k + 2%a + 
т. Calculemos el número de per- 
taciones” de la clase (№, +. km). Si las 
n esferas negras ostán on orden, tendremos n + 1 
lugares еп que se podrán colocar las esferas 
blancas. De éstos, №, lugares estarán ocupados 
рог una estera blanca, ka, por dos, .., Am» 
por m, y n— щ—..-=— А 
rán libros. Рог esto, el número de 
distribuir los lugares para las osfer 
es decir, ol número de permutaciones de la class 

‚ km), es igual a Р (ko -s km, п 
Km + 1). Como el número total 
jones" de m esferas blancas y п negras 
es igual a Chem, obtenemos la relación que 
demostr 


а) Resolviendo la ecuación característica 17° — 

— Tr + 12= 0, se hallan las raíces r, == 3, 
тъ = 4. Por esto, la solución general tiene la 
fórma a, == C;3n + Сул. b) Análogamento se 
obtieno que ap = Суй + Єз (5. 0) So tiono 
que an = С, (24 5i + Ca (2 — 307. Da, 
С, (Зл + Ca (Зп, е) гу = re = —2. Por esto, 
ак = {—2у" (С, + Can). f) La ecuación caracte- 
rística es la siguicnte: r — 97 + 26 — 24 = 0, 
Sus raíces воп гү Ta ), ra == 4, Por esto, 
an = Cien + Сул F Ст, R) Ti = Ta = ro == 
= 4. Рог esto, será ар == (—1}" (Ci + 
+ Суп + Can), h) La ecuación característica 
tiene la forma т* -+ 4 = 0, Sus raíces son: гу, 3 = 
=i +, та iti 


Por esto, 
apm P HCHO And 
+б(—1—0". 

419. 
a) Resolviendo la ocuación característica 7° — 


—'Sr + 6 = 0, se obtieno que r= 2, ra = 
por lo cual a, = C120 + Сл, Haciendo n = 
y so “¿bticne, para determinar Cs у Cs, 
al sistema de ecuaciones 

20,+3C¿=1, 4C,+9C,=—7. 

5, C= —3, por lo 
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D) Se tiene que an = 2л (С, -+ Can). Haciendo 
n= 1, п = 2, se obtiono el sistema de ecuaciones 
C, + Ca = 1, C, + 2C, = 1, dol cual ве deduce 
que C, = 1, C= 0, por lo cual ap = 2, 


9 Ve Va, 
d) dp 294-2545, 


420. 

La ecuación característica tione la forma 7° — 
—2roos a +1 = 0. Sus raíces son ri, s 
= оова ison а, Por esto, ap = C; (cos d + 
+ £ sen ajn + Ca (cos а — i sen а)", Haciendo 
п == 4, 2, se obtiene el sistema de ecuaciones 


| aia al sen 12 =008 ж, 
1+) cos 2а + (С — С) isen 2а = соз 2а. 
se obtiene Сүз= а=, 


De aquí „= 


L (сов a + i son ajn + (cos a — {зеп ад). 
En virtud de la fórmula de Moivre, será а, 
cos na. 


Ай. 


So deduce de que la ecuación característica 
MC Ci + (— A =0 
0. Esta 


se puede escribir еп la forma (ғ — 1. 
tiene la raíz r=1, de multiplicidad k. Por esto, 


una de las soluciones de la rolación do recu- 
rronoia es а ==лћ (véase la pòg. 111). 


422. 


п 
“=з 


Bm Cr (—4)n + б». 


423. 
So tiene quo 
анара Сера... 


(зук С Or a 
нанс 
аара СР... 
(0) ов а. 


Maltipliquemos los desarrollos (*) у (**) y halle- 
mos el coeficiente de тп, Este es igual а 


Y iaci ep = Y) (499 CHH Chos Do 


ШШ] 


aquí se deduce directamente la identidad quo 
había que demostrar, Las identidades restantes, 


hasta el problema 438 inclusivo, so demuestran 
análogamente. 
439, 


Se demuestra mediante inducción completa com 
respecto а n. 
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